Physique 

MPSI - PTSI 


TESTS DE COURS 


Anne Muller-Clausset François Clausset 

Professeur en PCSI au lycée Professeur en MP au lycée 
La Martinière-Monplaisir Jean Perrin à Lyon 

à Lyon 


DUNOD 





Visiter notre (2N}£ : KÜl^|^f^2tSl^ri'N^SÜp 


Visiter notre page : 




















Illustration de couverture : 
© puentes - Fotolia.com 


Le pictogramme qui figure ci-contre 
mérite une explication. Son objet est 
d'alerter le lecteur sur la menace que 
représente pour l'avenir de l'écrit, 
particulièrement dans le domaine 
de l'édition technique et universi¬ 
taire, le développement massif du 
photocopillage. 

Le Code de la propriété intellec¬ 
tuelle du 1 er juillet 1992 interdit 
en effet expressément la photoco¬ 
pie à usage collectif sans autori¬ 
sation des ayants droit. Or, cette pratique 
s'est généralisée dans les établissements 


d'enseignement supérieur, provoquant une 
baisse brutale des achats de livres et de 
revues, au point que la possibilité même pour 
les auteurs de créer des oeuvres 
nouvelles et de les faire éditer cor¬ 
rectement est aujourd'hui menacée. 
Nous rappelons donc que toute 
reproduction, partielle ou totale, 
de la présente publication est 
interdite sans autorisation de 
l'auteur, de son éditeur ou du 
Centre français d'exploitation du 
droit de copie (CFC, 20, rue des 
Grands-Augustins, 75006 Paris). 


f danger! 



LE PHOTOCOPILLAGE 

TUE LE LIVRE 


© Dunod, Paris, 2011 
ISBN 978-2-10-056990-8 


Le Code de la propriété intellectuelle n'autorisant, aux termes de l'article 
L. 122-5, 2° et 3° a), d'une part, que les «copies ou reproductions strictement 
réservées à l'usage privé du copiste et non destinées à une utilisation collective » 
et, d'autre part, que les analyses et les courtes citations dans un but d'exemple et 
d'illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle faite 
sans le consentement de l'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause est 
illicite » (art. L. 1224). 

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constitue¬ 
rait donc une contrefaçon sanctionnée par les articles L. 335-2 et suivants du 
Code de la propriété intellectuelle. 





Table des matières 


Partie 1 
Optique 

CHAPITRE 1 • LOIS DE SNELL-DESCARTES, DIOPTRES ET MIROIRS . 2 

CHAPITRE 2 • LENTILLES MINCES . 6 

CORRIGÉS . 10 

Partie 2 

Électrocinétique et électronique 

CHAPITRE 3 • LOIS DE L'ÉLECTROCINÉTIQUE . 26 

CHAPITRE 4* CIRCUITS LINÉAIRES EN RÉGIME PERMANENT . 32 

CHAPITRE 5* CIRCUITS LINÉAIRES EN RÉGIME TRANSITOIRE . 36 

CHAPITRE 6 • CIRCUITS LINÉAIRES EN RÉGIME SINUSOÏDAL . 41 

CHAPITRE 7 • QUADRIPÔLES 1 . 46 

CHAPITRE 8* QUADRIPÔLES 2 . 51 

CHAPITRE 9 • AMPLIFICATEUR OPÉRATIONNEL . 55 

CORRIGÉS . 59 

Partie 3 
Mécanique 

CHAPITRE 10 • CINÉMATIQUE DU POINT . 104 


V 


















Table des matières 

CHAPITRE 11* LOIS DE LA DYNAMIQUE EN RÉFÉRENTIEL GALILÉEN . 108 

CHAPITRE 12 • ÉNERGIE . 113 

CHAPITRE 13* ÉQUILIBRES . 118 

CHAPITRE 14 • OSCILLATEURS . 122 

CHAPITRE 15 • THÉORÈME DU MOMENT CINÉTIQUE . 126 

CHAPITRE 16* MOUVEMENTS DANS UN CHAMP NEWTONIEN . 130 

CHAPITRE 17 • CINÉMATIQUE DU CHANGEMENT DE RÉFÉRENTIEL . 134 

CHAPITRE 18 • RÉFÉRENTIELS NON GALILÉENS . 138 

CHAPITRE 19 • SYSTÈME DE DEUX POINTS MATÉRIELS (MPSI) . 143 

CORRIGÉS . 147 

Partie 4 

Thermodynamique 

CHAPITRE 20* TEMPÉRATURE-GAZ PARFAIT-THÉORIE CINÉTIQUE . 218 

CHAPITRE 21* PRESSION-STATIQUE DES FLUIDES . 221 

CHAPITRE 22 • PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE . 225 

CHAPITRE 23 • SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE . 229 

CHAPITRE 24 • CHANGEMENTS D'ÉTAT . 233 

CHAPITRE 25- MACHINES THERMIQUES . 237 

CORRIGÉS . 242 


VI 






















© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit 


Table des matières 


Partie 5 

ÉLECTROMAGNÉTISME 

CHAPITRE 26 • DISTRIBUTIONS DE CHARGES - CHAMP ÉLECTROSTATIQUE 276 

CHAPITRE 27 • FLUX ET CIRCULATION DU CHAMP ÉLECTROSTATIQUE . 280 

CHAPITRE 28 • MOUVEMENTS DE PARTICULES CHARGÉES . 284 

CHAPITRE 29 • CHAMP MAGNÉTOSTATIQUE . 288 

CHAPITRE 30* DIPÔLES (MPSI) . 291 

CORRIGÉS . 294 


vii 











V*** - ÿÂj Cl£~I&II 


hÿ (H+L)z — 





Partie 1 
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Lois de Snell-Descartes, 
dioptres et miroirs 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• les lois de la réflexion et de la réfraction ; 

• les notions de stigmatisme, aplanétisme, réalité, virtualité, foyers ; 

• les formules de conjugaison des systèmes optiques simples (miroirs plans, 
dioptres plans, miroirs sphériques) ; 

• les constructions objet-image et rayon incident-rayon réfléchi ou émergent 
pour ces systèmes. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Une source lumineuse ponctuelle est placée en un point A sur l’axe de symétrie 
d’un système optique centré ; on constate l’existence d’un point de convergence 
A! des rayons lumineux après traversée du système optique. 


□ V 

□ F 

□ V 

□ F 

□ V 

□ F 

□ V 

□ F 

en A. 



a. Le système optique est stigmatique pour le couple (A,A'). 

b. A ' est l’image de A par le système optique. 

c. Le système optique est aplanétique pour le couple (AA'). 

d. Si on place la source lumineuse en A', les rayons convergeront 



Un rayon lumineux passe de l’air (milieu homogène d’indice «o = 1) à l’eau 
(milieu homogène d’indice ni = 1,33) ; l’angle d’incidence (ïq est non nul. 


□ V OF 

□ V DF 

□ V OF 
lumière. 


a. La lumière se propage en ligne droite dans chaque milieu. 

b. Le rayon réfracté s’écarte de la normale à l’interface air-eau. 

c. Pour certaines incidences, il peut y avoir réflexion totale de la 
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1 Lois de Sneil-Descartes, dioptres et miroirs 


Enoncée 


| | Soit un dioptre plan de sommet O séparant deux milieux d’indices n\ et « 2 - 

□ V GF a. Le système est rigoureusement stigmatique pour tout point de 
l’espace. 

□ V GF b. Le système est rigoureusement aplanétique pour tout point de 
l’espace. 

GV GF c. Dans les conditions de Gauss, la formule de conjugaison est 
n\OA = njOA'. 

G V GF d. Le grandissement transversal est égal à 1. 

G V GF e. Le système est afocal. 


Soit un miroir sphérique de centre C et de sommet S. 

G V GF a. Dans certaines conditions le système est stigmatique et aplané¬ 
tique. 

G V GF b. A et A' étant deux points conjugués sur l’axe, leurs positions sont 

liées par : = + = = = 

CA' CA CS 

GV GF c. A et A'étant deux points conjugués sur l’axe, leurs positions sont 

liées par : = - = = = 

SA' SA SC 

G V GF d. Les foyers sont symétriques par rapport au sommet du miroir. 


\ Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 

Il sera utile de s’aider de constructions géométriques pour répondre aux ques- 


On supposera que les miroirs sphériques sont utilisés dans les conditions de 
Gauss. 


Une source lumineuse ponctuelle est située sur l’axe d’un disque réfléchissant 
de diamètre D, à une distance d du disque ; quelle est la relation vérifiée par 
l’ouverture angulaire 8 du cône lumineux réfléchi ? 


D (9 

G a. tan(0) = — G b. tan ( - 
d \2 


D 
2d 


D „ (8 

G c. sin(0) = — G d. sin - 
d \2 


D 
2d 


3 




3 n 

Deux miroirs plans font entre eux un angle de 0 = — ; un faisceau parallèle 

7r 

frappe le premier miroir sous une incidence a = — ; de quel angle fi a tourné la 


lumière après les deux réflexions ? 

7T _ 7T _ 7T _ 47T 

Da. P=- a b. p=- Oc. fi=- □ d. fi = — 


Un rayon lumineux passe de l’eau à l’air ; son angle d’incidence est égal à 45°. 
L’indice de l’eau vaut n\ = 1,33 et celui de l’air «o = 1. 

□ a. Le rayon n’est pas dévié. □ b. Il y a réflexion totale. 

□ c. L’angle d’émergence vaut 32,1°. □ d. L’angle d’émergence vaut 70,1°. 



Soit un dioptre plan séparant deux milieux successifs d'indices respectifs n\ 
(1 er milieu) et n 2 (2 e milieu); n 1 > 111 . Soit une source lumineuse placée en A 
dans le milieu d’indice n\ à une distance d du dioptre. 

□ a. On peut observer une image A' sur un écran situé après le dioptre. 

fl 1 

□ b. L'image A' est située après le dioptre, à une distance d' = — d. 

«2 

□ c. On peut observer une image A' sur un écran situé entre A et le dioptre. 

Ïl2 

□ d. L'image A' est située avant le dioptre, à une distance d' = —d. 

n 1 



Soit un miroir sphérique concave. 

□ a. Ses foyers objet et image sont réels. 

□ b. Son foyer objet est réel et son foyer image est virtuel. 

□ c. Ses foyers objet et image sont virtuels. 

□ d. Son foyer objet est virtuel et son foyer image est réel. 


10 


Soit une source lumineuse quasi ponctuelle située en A à 30 cm d’un miroir ; le 
point de convergence des rayons réfléchis par le miroir est observé sur un écran 
légèrement décalé par rapport à la source, situé à 30 cm du miroir. 


□ a. Le miroir peut être plan. 

□ b. Le miroir peut être sphérique concave. 

□ c. Le miroir peut être sphérique convexe. 

□ d. L’expérience décrite n’est pas réalisable. 
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11 


Un miroir sphérique concave de sommet S et de centre C a pour rayon R = 
|5C| = 1 m. Un observateur situé à 75 cm du miroir se regarde dans le miroir. 


n a. L'image est réelle et droite. □ b. L’image est réelle et renversée. 

□ c. L’image est virtuelle et droite. □ d. L’observateur ne peut pas voir l'image. 
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Un miroir sphérique convexe de sommet S et de centre C a pour rayon R = 
|5C| = 1 m. Un observateur situé à 50 cm du miroir se regarde dans le miroir. 


n a. L’image est virtuelle et droite. □ b. L’image est à l’infini. 

□ c. L’image est réelle et renversée. D d. L’observateur ne peut pas voir l’image. 
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Un miroir sphérique donne d’un objet réel situé ad - 1,5 m du sommet une 
image virtuelle droite deux fois plus petite que l’objet. Déterminer la nature et le 
rayon R = j.SC| de ce miroir. 


□ a. Le miroir est concave ; R = 1 m. □ b. Le miroir est convexe ; R - 1 m. 

□ c. Le miroir est concave ; R = 3m. □ d. Le miroir est convexe ; R = 3 ni. 
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Soit un miroir sphérique concave tel que FS - 50 cm ; un objet AB est situé à 
mi-distance entre le sommet et le foyer ; déterminer par construction la position 
de l’image A'B' et le grandissement. 


□ a. SA' = 0,25 m □ b. SA' = 0,5 m D c. y = -2 □ d. y = 2 
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Soit un miroir sphérique convexe tel que S F = 50 cm ; où est situé l’objet don¬ 
nant une image réelle à d = 1 m du sommet ? 


□ a. SA = 33,3 cm □ b. SA = 1 m 

□ c. SA = -33,3 cm □ d. SA - -1 m 
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La Lune est vue depuis la Terre sous un angle 2o' = 0,5°. 

Distance Terre-Lune : 3,8 • 10 8 m 

Le miroir sphérique concave de rayon R = |S C| d’un télescope dont l’axe optique 
est dirigé vers le centre de la Lune en donne une image : 


□ a. dans le plan central. 

□ b. dans le plan focal. 

□ c. de diamètre Ra (a étant exprimé en radians). 

□ d. de diamètre 2 Ra (a étant exprimé en radians). 


Voir corrigés page 10 
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Lentilles minces 


/ 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les formules de conjugaison des lentilles minces. 

• Les constructions objet-image et rayon incident-rayon émergent pour les len¬ 
tilles minces. 

• Les systèmes formés de deux lentilles minces, accolées ou non. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Résultats généraux pour les lentilles minces sphériques 

□ V DF a. Les points F et F' sont conjugués. 

□ V DF b. La formule de conjugaison avec origine aux foyers est 
TA-F'A' = /' 


■/2 


□ V DF c. La formule de conjugaison avec origine au centre optique est 
1 1 1 


OA OA' OF' 


FO F'A' 

□ V DF d. Le grandissement transversal est donné par - : y = - = . 

FA F'O 



Soit une lentille mince convergente. 

□ V DF a. Un faisceau incident parallèle à l’axe converge derrière la 
lentille. 


□ V DF b. Elle donne forcément d’un objet réel une image réelle. 

□ V DF c. Si l’objet est situé entre le foyer objet et le centre optique, l’image 
est agrandie. 

□ V DF d. Un objet virtuel donne forcément une image réelle. 
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Soit une lentille mince divergente. 


□ V DF a. Un faisceau incident parallèle à l’axe converge derrière la 
lentille. 


□ V DF b. Elle donne forcément d’un objet réel une image réelle. 

□ V DF c. Si l’objet est situé entre le foyer objet et le centre optique, l’image 
est réelle. 


□ V DF d. Un objet situé sur le foyer image donne une image à l’infini. 


0 n accole deux lentilles minces de distances focales images f[ et />'. 

□ V □ F a. L’ensemble peut être remplacé par une lentille unique. 

□ V DF b. Les distances focales s’ajoutent. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 

On supposera que les lentilles sont utilisées dans les conditions de Gauss. 



Soit une lentille mince convergente. Soit un objet réel AB , tel que A est situé sur 
l’axe en avant du foyer ; déterminer par le calcul si l’image est : 


□ a. réelle, droite D b. réelle, renversée 

□ c. virtuelle, renversée H d. virtuelle, droite 



Soit une lentille mince convergente de vergence V = 5 ô. Déterminer par 
construction si l’image A'B ', correspondant à un objet AB transverse tel que 
OA = 10 cm, est : 


□ a. réelle, droite □ b. réelle, renversée 

□ c. virtuelle, renversée □ d. virtuelle, droite 


| | Soit un objet réel transverse AB ; déterminer grâce aux relations avec origine au 
centre si une lentille mince divergente donne une image : 

□ a. droite, plus grande que l’objet. □ b. droite, plus petite que l’objet. 

□ c. renversée, plus petite que l’objet. □ d. renversée, plus grande que l’objet. 
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Soit une lentille mince divergente de vergence V = -10 ô. Déterminer par 
construction l’image A'B' correspondant à un objet AB transverse, tel que 
OA = 5 cm. 


□ a. OA' = 3,3 cm □ b. OA' = 10 cm 

2 

□ c. y = 2 □ d. y = — 

1 3 



Une lentille mince donne d’un objet AB situé dans le plan focal image (avec A 
sur l’axe) une image réelle. 


□ a. La lentille est convergente. 

- f 

□ c. OA’ = 

2 


□ b. La lentille est divergente. 

- f 

□ d. OA' = 

2 
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Un objet transverse lointain hors d’axe est vu sous l’angle a = 2° au-dessus de 
l’axe optique d’une lentille convergente de vergence V = 10 Ô. 



n a. L'image se situe 10 cm derrière la lentille. 

□ b. L'image est droite. 

□ c. La taille de l’image est de 3,5 mm. 

□ d. La taille de l’image est de 2 mm. 


11 


Où faut-il placer un objet AB pour qu’une lentille convergente de distance focale 
image /' en donne une image droite trois fois plus grande que l’objet ? 


— f 

□ a. OA = 

„ - 2 f 

□ c. OA = —i- 


- f' 

□ b. OA = 

- 2 f 

□ d. OA = -j- 
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Soient deux lentilles convergentes identiques L\ et Lo, de centres 0\ et Oo, de 
distance focale image/', distantes de C/CL = 3/'. On note F' eq le foyer image 
du système global. 


□ a. 0 2 F' eq = L 

- 3 f' 

□ c. 0 2 F' q = ^~ 


□ b. 0 2 F' eq = /' 

□ d. Ô7K q = 2 f 
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13 


Soient deux lentilles convergentes L\ et L 2 , de centres O\ et O 2 , de distances 
focales image /' et 4/', distantes de O\ Oj = 5/'. 


□ a. La distance focale image de l’ensemble est 

□ b. L’ensemble est afocal. 

□ c. Un faisceau cylindrique d’axe OiO 2 a son diamètre multiplié par 4 après 
traversée des deux lentilles. 


□ d. Un faisceau cylindrique d’axe O 1 O 2 a son diamètre divisé par 4 après 
traversée des deux lentilles. 


14 


Soient deux lentilles, la première convergente, de centre 0 1 et de distance fo¬ 
cale image /', la deuxième divergente, de centre O 2 et de distance focale -3 /' ; 
les deux lentilles sont accolées. L’ensemble donne d’un objet AB une image à 
l’infini. 

□ a. L’objet est réel. □ b. L’objet est virtuel. 

_ 3 f' _ 

□ c. 0\A = —□ d. 0\A = 2f 


15 


Soient deux lentilles, la première convergente, de centre O\ et de distance focale 

/' 

image /', la deuxième divergente, de centre (h_ et de distance focale image ——, 


/' 


distantes de 0\C>2 - —- L’ensemble donne d’un objet AB une image à l’infini. 


□ a. 0\A = -/' □ b. L’objet est à l’infini. 

□ c. L’image est droite. □ d. L’image est renversée. 


16 


On place derrière une lentille convergente un miroir plan ; un objet est placé dans 
le plan focal de la lentille. L’ensemble donne une image : 


□ a. dans le plan focal image. 

□ c. L’image est renversée. 


H b. dans le plan focal objet. 
□ d. L’image est droite. 


Voir corrigés page 17 
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1 Lois de 5ne\\-Descartes, dioptres et miroirs 


VRAI/FAUX 

Une source lumineuse ponctuelle est placée en un point A sur l’axe de symétrie d’un 
système optique centré ; on constate l’existence d’un point de convergence A' des rayons 
lumineux après traversée du système optique. 

XIV DF a. Le système optique est stigmatique pour le couple (A, A')- 

I En effet tout rayon passant par A passe aussi par A', ce qui est la définition du stigmatisme 
pour le couple (A, À'). 

XIV DF b. A'est l’image de A par le système optique. 

C’est la conséquence directe de la proposition précédente. 

□ V XI F c. Le système optique est aplanétique pour le couple (A, A')- 

Aucune information n’est donnée concernant l’image d’un point B tel que l’objet AB soit 
transverse : on ne peut donc pas savoir si son image est transverse elle aussi, ce qui corres¬ 
pondrait à la propriété d’aplanétisme. 

XIV DF d. Si on place la source lumineuse en A'les rayons convergeront en A. 

Il s’agit de la loi du retour inverse de la lumière. 

Un rayon lumineux passe de l’air (milieu homogène d’indice no = 1) à l’eau (milieu 
homogène d’indice n i = 1,33) ; l’angle d’incidence ao est non nul. 

X) V □ F a. La lumière se propage en ligne droite dans chaque milieu. 

I Comme les milieux sont homogènes et isotropes, la propagation de la lumière y est 
rectiligne. 

□ V XI F b. Le rayon réfracté s’écarte de la normale à l’interface air-eau. 

I D’après la loi de Descartes pour la réfraction, avec les notations utilisées : nosini'o = 
ni sin ii ; comme n\ > no, i\ < io : le rayon se rapproche de la normale, 

□ V XI F c. Pour certaines incidences il peut y avoir réflexion totale de la lumière. 

Le premier milieu est moins réfringent que le second, il ne peut pas y avoir réflexion totale 
n 

puisque i\ < io < —. 

I |J Soit un dioptre plan de sommet O séparant deux milieux d’indices ni et ni. 

□ V XI F a. Le système est rigoureusement stigmatique pour tout point de l’espace. 

Pour différents angles d’incidence sur le dioptre, les rayons émergents se croisent en des 
points distincts : on ne peut donc pas parler de stigmatisme rigoureux ; le système est en 
revanche approximativement stigmatique, si on considère des rayons de faible incidence 
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Corrigée 


I sur le dioptre. Les différents points d’intersection des rayons émergents sont alors très 
proches. 

□ V $ F b. Le système est rigoureusement aplanétique pour tout point de l’espace. 

I De la même façon, le dioptre plan est approximativement aplanétique pour des rayons de 
faible incidence sur le dioptre. 

□ V ^ F c. Dans les conditions de Gauss la formule de conjugaison est : 
n\OA — «2 OA'. 


OA OA' 

La formule de conjugaison du dioptre plan est-=-; en cas de doute, on peut s’aider 

n\ n 2 


d’un schéma dans un cas particulier : si n\ < n 2 , le rayon se rapprochant de la normale, 
l’image (virtuelle) se trouve forcément plus loin du dioptre que l’objet et ce n’est pas le cas 
avec la formule n | OA = n 2 OA'. 


$ V DF d. Le grandissement transversal est égal à 1. 


On le trouve de façon évidente par translation de l’objet parallèlement au dioptre. 
$) V DF e. Le système est afocal. 


D’après la formule de conjugaison, si OA 


oo, OA' = —OA 
n\ 


donc le foyer image 


est rejeté à l’infini ; par un raisonnement analogue il en est de même pour le foyer objet. 


| Soit un miroir sphérique de centre C et de sommet S. 

V DF a. Dans certaines conditions, le système est stigmatique et aplanétique. 


Il faut se placer dans les conditions de Gauss (rayons paraxiaux, point d’incidence sur 
le miroir au voisinage du sommet, angle d’incidence faible ; deux de ces trois conditions 
entraînent automatiquement la troisième). 


$ V DF 
1 

par : - + 

CA' 

□ V 09 F 
1 

par : - - 

SA' 


b. A et A' étant deux points conjugués sur l’axe, leurs positions sont liées 
1 _ 2 

CÂ~ CS 

c. A et A' étant deux points conjugués sur l’axe, leurs positions sont liées 
1 _ 2 

SA ~ SC 


Retenir que les formules de conjugaison au centre et au sommet sont similaires, en rem¬ 
plaçant C par S ; la formule avec origine au sommet proposée présente une erreur de signe. 
Les deux formules précédentes découlent de la formule de Newton FA ■ FA' = FS . 


Attention cependant aux formules pour le grandissement transversal : y = 


A'B’ 
AB 


CA' 

CÂ 


SA' 

SA 


pour ne pas se tromper on peut s'aider d’une construction avec l’objet AB et l’image 
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Corrigée 




I A'B' en traçant les rayons passant par le centre et le sommet, et appliquer les relations 
géométriques dans les triangles CAB et CA'B', puis SAB et SA'B'. 

□ V $ F d. Les foyers sont symétriques par rapport au sommet du miroir. 

I Les foyers sont confondus pour un miroir sphérique, et situés à mi-chemin entre le centre 
et le sommet. 


QCM 



Une source lumineuse ponctuelle est située sur l’axe d’un disque réfléchissant de dia¬ 
mètre D, à une distance d du disque ; quelle est la relation vérifiée par l’ouverture angu¬ 
laire 6 du cône lumineux réfléchi ? 


□ a. tan(0) 

□ c. sin(0) 


D 

~d 

D 

d 


$ b. tan 


□ 


(?) 

d. sin (|) 


D 

2d 

D 
2d 



Construire les rayons réfléchis au niveau des bords du miroir et utiliser le triangle rectangle 
OA’M où A’ est le symétrique de A par rapport à O et M le point au bord du disque. 



3n 

Deux miroirs plans font entre eux un angle de 0 = — ; un faisceau parallèle frappe le 

n 

premier miroir sous une incidence a — — ; de quel angle [i a tourné la lumière après les 


deux réflexions ? 

n _ n _ n _ 4n 

□ a. /3=- H b. p = - $ c. /3=- Hd. /3= — 


I La réflexion est symétrique par rapport à la normale ; faire un schéma et reporter les diffé¬ 
rents angles (comptés positivement dans le sens horaire). 
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Si a est l’angle d’incidence, lors de la l re réflexion le rayon lumineux tourne de n-2a ; dans 
le triangle formé par les deux points d’incidence et le point d’intersection des segments 

représentant les miroirs la somme des angles vaut n ; on en déduit que l’angle d’incidence 

n (n \ 

y sur le deuxieme miroir est tel que : — — y = tt — I — — a J — G soit y — 6 - a 

Le rayon tourne de n - 2y = n - 28 + 2a lors de la 2 e réflexion. 

On somme les deux déviations qui ont lieu dans le même sens : /3 = 2(n - 6) 

\ | Un rayon lumineux passe de l’eau à l’air ; son angle d’incidence est égal à 45°. L’indice 
de l’eau vaut n\ = 1,33 et celui de l’air hq - 1. 

□ a. Le rayon n’est pas dévié. 

□ b. Il y a réflexion totale. 

□ c. L’angle d’émergence vaut 32,1°. 

^1 d. L’angle d’émergence vaut 70,1°. 


Il y a changement de milieu, en incidence oblique, donc le rayon lumineux est 
dévié. D’après la loi de Descartes pour la réfraction : n\ sin(L) = «o sin(i'o) donc 

l'o = arcsinl — sin ?i | = 70,1°. 

\«o ) 

Le passage se fait d’un milieu réfringent à un milieu moins réfringent, il pourrait y avoir ré¬ 
flexion totale pour un angle d’incidence trop grand, mais au vu de l’application numérique 
ce n’est pas le cas ici. 



Soit un dioptre plan séparant deux milieux successifs d’indices respectifs n i (1 er milieu) 
et ii 2 (2 e milieu) ; n\ > m. Soit une source lumineuse placée en A dans le milieu d’indice 
ni à une distance d du dioptre. 

□ a. On peut observer une image A' sur un écran situé après le dioptre. 

n i 

□ b. L’image A est située après le dioptre, à une distance d = — d. 

«2 

□ c. On peut observer une image A' sur un écran situé entre A et le dioptre. 


^1 d. L’image A' est située avant le dioptre, à une distance d' 


^d. 


n i 
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- rnyJrV I-1 

D’après la formule de conjugaison du dioptre plan OA' = - avec ici \OA\ = d et 

n\ 1 1 

\cw\ = d'. U image, située avant le dioptre, est virtuelle : on peut l’observer à l’œil à 
travers le dioptre mais on ne peut pas la recueillir sur un écran. 



Soit un miroir sphérique concave. 


33 a. Ses foyers objet et image sont réels. 


□ b. Son foyer objet est réel et son foyer image est virtuel. 

□ c. Ses foyers objet et image sont virtuels. 

□ d. Son foyer objet est virtuel et son foyer image est réel. 


Les foyers sont confondus pour un miroir sphérique, et situés à mi-chemin entre le centre 
et le sommet ; dans le cas d’un miroir concave le centre est avant le sommet donc le foyer 
est réel. 


10 


Soit une source lumineuse quasi ponctuelle située en A à 30 cm d’un miroir; le point 
de convergence des rayons réfléchis par le miroir est observé sur un écran légèrement 
décalé par rapport à la source, situé à 30 cm du miroir. 


□ a. Le miroir peut être plan. 


$ b. Le miroir peut être sphérique concave. 

□ c. Le miroir peut être sphérique convexe. 

□ d. L’expérience décrite n’est pas réalisable. 


Un miroir plan donne d’un objet réel une image virtuelle, dans le cas présent à 30 cm 
derrière le miroir donc la proposition a. est impossible ; un miroir sphérique a pour points 
invariants son centre et son sommet : pour les propositions b. et c., A pourrait être le centre 
si le miroir a pour rayon de courbure 30 cm, mais l’objet étant réel il s’agirait forcément 
d’un miroir concave. 
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Un miroir sphérique concave de sommet S et de centre C a pour rayon R = |.S'C'| 
Un observateur situé à 75 cm du miroir se regarde dans le miroir. 

□ a. L’image est réelle et droite. 

33 b. L’image est réelle et renversée. 

□ c. L’image est virtuelle et droite, 

33 d. L’observateur ne peut pas voir l’image. 


1 m. 


L’observateur constitue un objet réel, tel que SA = -SC < 0 ; en appliquant les formules 

1 12 2 

de conjugaison avec origine au sommet - = _+_= -^ = < 0 ; l’image est donc 

SA' SA SC 3 SC 
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réelle (elle est située avant le sommet) et SA' = 1,5 m : elle est derrière l’observateur, qui 


ne peut pas la voir dans le miroir. Comme y 
renversée. 


A'B' 
ÂB 


SA' 

JÂ 


-2 < 0, l’image est 



Toutes les valeurs utilisées dans les formules sont algébriques : il faut veiller à 
utiliser le bon signe quand on part de données en valeur absolue. Pour un miroir, 
un objet et une image réels correspondent à SA et SA' négatifs, un objet et une 
image virtuels correspondent à S A et S A' positifs. 
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Un miroir sphérique convexe de sommet S et de centre C a pour rayon R = |S C 
Un observateur situé à 50 cm du miroir se regarde dans le miroir. 

^1 a. L’image est virtuelle et droite. 

□ b. L’image est à l’infini. 

□ c. L’image est réelle et renversée. 

□ d. L’observateur ne peut pas voir l’image. 


1 m. 


L’observateur constitue un objet réel, tel que SA = —-S C < 0 ; en appliquant à nouveau 

1 12 4 

les formules de conjugaison avec origine au sommet - = - + - = - > 0; 

SA' SA SC SC 

l’image est donc virtuelle (elle est située après le sommet) et SA’ = 0,25 m; comme 

S 

y = -= 0,5 > 0, l’image est droite. 

SA 

La remarque sur le signe des différentes distances algébriques est toujours d’actualité. 


13 


Un miroir sphérique donne d’un objet réel situé à d = 1,5 m du sommet une image 
virtuelle droite deux fois plus petite que l’objet. Déterminer la nature et le rayon 
R = |SC| de ce miroir. 

□ a. Le miroir est concave ; R = 1 m. □ b. Le miroir est convexe ; R = 1 m. 

□ c. Le miroir est concave ; R — 3 m. ^1 d. Le miroir est convexe ; R = 3 m. 


— SA' - d 2 

SA — -d et y — -= 0,5 > 0 donc SA' = — ; par conséquent - 

SA ^ SC 

S C — 2d — 3 m ; le miroir est convexe puisque C est après S. 


-1 2 
d d 


— donc 
d 
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Soit un miroir sphérique concave tel que FS = 50 cm ; un objet AB est situé à mi- 
distance entre le sommet et le foyer ; déterminer par construction la position de l’image 
A'B' et le grandissement. 


□ a. SA' = 0,25 m £) b. SA' = 0,5 m □ c. y = -2 [3 d. y = 2 
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Corrigée 
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Soit un miroir sphérique convexe tel que S F — 50 cm ; où est situé l’objet donnant une 
image réelle à d — 1 m du sommet ? 

a. SA = 33,3 cm 


□ b. SA = 1 m 

□ c. SA — -33,3 cm 

□ d. SÂ = -1 m 


SA' = -d < 0 puisque l’image est réelle; _ = - + _ 

.VI SA' SF 


—h donc SA = 

d SF 


- - ; l’objet est virtuel, situé entre le sommet et le foyer, ce qu’on peut retrouver par 

d + SF 
construction. 
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La Lune est vue depuis la Terre sous un angle 2 a = 0,5°. 

Distance Terre-Lune : 3,8 • 10 8 m 

Le miroir sphérique concave de rayon R = |SC d’un télescope dont l’axe optique est 
dirigé vers le centre de la Lune en donne une image : 

□ a. dans le plan central. 

$ b. dans le plan focal. 

c. de diamètre Ra (a étant exprimé en radians). 

□ d. de diamètre 2 Ra (a étant exprimé en radians). 


La Lune peut être considérée comme un objet à l’infini, le rayon du miroir étant forcément 
très inférieur à la distance Terre-Lune. 
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Par conséquent l'image est dans le plan focal; pour déterminer sa taille il est utile de 
construire les rayons extrêmes correspondant aux bords du disque lunaire et passant par le 
centre du miroir. 
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On obtient alors, dans les conditions de Gauss, a< ra ,h ~ tan a = - = -- où D est le 

FS 2 0 

diamètre de l’image. 


2 Lentilles minces 


VRAI/FAUX 



Résultats généraux pour les lentilles minces sphériques 


□ V XI F a. Les points F et F' sont conjugués. 


F est l’antécédent d’un point à l’infini sur l’axe, F' est l’image d’un point à l’infini sur 
l’axe; ils ne peuvent être conjugués que pour un système afocal, ce qui n’est pas le cas 
pour une lentille mince sphérique. 

□ V XI F b. La formule de conjugaison avec origine aux foyers est FA ■ F'A' = f' 2 . 


La formule présente une erreur de signe (attention à la confusion avec celle d'un miroir 
sphérique). 

La formule de Newton d’une lentille mince est FA ■ F'A' = FO ■ F’O = - f 2 ; retenir plutôt 
la formule FA ■ F'A' = ff valable aussi bien pour les miroirs que pour les lentilles. 


□ V XI F c. La formule de conjugaison avec origine au centre optique est 
1 1 _ 1 
ÔÂ ÔÂ'~ W r 


Nouvelle erreur de signe : il faut écrire - - - = - ; on peut vérifier qu’alors, si 

OA' OA OF’ 

A est envoyé à l’infini, A' = F’ ce qui correspond bien à la définition du foyer image ; de 
même si A' est envoyé à l’infini, A — F (définition du foyer objet) ; il faut penser à faire 
ces vérifications simples en cas de doute sur une formule. 


X) v 


□ F 


d. 


Le grandissement transversal est donné par : y = 


FO 

FÂ 


F'A' 

T^o 
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Pour la retrouver on peut s'aider d’une construction avec l’objet AB et l’image A'B' en tra¬ 
çant les rayons passant par le centre et les foyers ; en appliquant les relations géométriques 
dans les triangles semblables on trouve deux expressions du grandissement transversal. En 
les combinant on arrive à la relation avec origine aux foyers. 

Soit une lentille mince convergente 

^1 V □ F a. Un faisceau incident parallèle à l’axe converge derrière la lentille. 

Il s’agit d’un objet à l’infini sur l’axe ; l’image est le foyer F'. La vergence de la lentille est 

définie par : - = V > 0 pour une lentille convergente. Le foyer F' est réel. 

OF' 

□ V ^1 F b- Elle donne forcément d’un objet réel une image réelle. 

D’après la relation avec origine au centre, - = - + - . somme d’un terme positif et 

_ _ OA’ OF' OA _ 

d’un terme négatif ; si \OF'\ > \OA\ la somme est négative, ce qui correspond à OA' < 0 et 
donc à une image virtuelle puisqu’elle est avant la lentille ; l’objet est alors entre le centre 
et le foyer. 

39 V OF c. Si l’objet est situé entre le foyer objet et le centre optique l’image est 
agrandie. 

C’est la situation évoquée à la question précédente ; le grandissement est donné par 
FV 

y = - ; grâce à l’étude précédente 1 < y : l’image est plus grande que l’objet et dans le 

FA 

même sens ; la lentille convergente est alors utilisée en loupe (faire la construction pour le 
vérifier). 

$1 V DF d. Un objet virtuel donne forcément une image réelle. 

D’après la relation avec origine au centre, - = - + - . somme de deux termes 

_ OA' OF' OA 

positifs : alors OA' > 0 : l’image est réelle puisqu’elle se situe après la lentille (faire la 
construction pour le vérifier). 


| Soit une lentille mince divergente, 

□ V $ F a- Un faisceau incident parallèle à l’axe converge derrière la lentille. 

Le faisceau diverge à partir du foyer image, virtuel pour une lentille divergente 

□ V F b. Elle donne forcément d’un objet réel une image réelle. 

D’après la relation avec origine au centre, - = - + - . somme de deux termes 

OA'_ _ OF' OA 

négatifs puisque F' et A sont avant O : alors OA' < 0 : l’image est virtuelle (faire la 
construction pour le vérifier). 
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$ V DF c. Si l’objet est situé entre le foyer objet et le centre optique l’image est 
réelle. 

- = - +_= - - - avec 0 < OA < OF donc_ > - et OA' > 0 

OA' OF' OA OA OF OA OF 

□ V $ F d. Un objet situé sur le foyer image donne une image à l’infini. 

I II faudrait qu’il soit situé sur le foyer objet pour donner une image à l’infini et ce serait 
obligatoirement un objet virtuel. 


| On accole deux lentilles minces de distances focales images f[ et / 2 '. 

^ V DF a. L’ensemble peut être remplacé par une lentille unique. 

il Li 

Soit la suite des points conjugués sur l’axe : A —» A —^ A 

Li\ . L2 .. 

et des points dans les plans transverses correspondants : B —> B —> B . 

En combinant les relations de Descartes avec 0\ - Oi - O on obtient les relations : 


1 


1 

ÔÂ 


1 


1 A"B" OA" 

_ = Vi + V^ et y = _ = qui sont les relations pour une 

OF' AB OA 


OA" OA OF\ ... , 
unique lentille mince. On constate que les vergences s’ajoutent. 

□ V $ F b. Les distances focales s’ajoutent. 

La distance focale équivalente, d’après la relation précédente, est donnée par 

1 _ 1 1 . f[.f' 2 

fé q fi + fi 801 fe “ f[ + fi 


QCM 



Soit une lentille mince convergente. Soit un objet réel AB, tel que A est situé sur l’axe 
en avant du foyer ; déterminer par le calcul si l’image est : 

□ a. réelle, droite b. réelle, renversée 

□ c. virtuelle, renversée □ d. virtuelle, droite 


- f ' 2 - - 

D’après la relation de Newton : F'A' = - . Or FA < 0 donc F'A' > 0 : l’image se situe 

FA 

après le foyer image de la lentille convergente, elle est forcément réelle et compte tenu du 

TÔ - - 

grandissement y = - < 0, elle est renversée, puisque FA < 0 et FO > 0. 

FA 



Soit une lentille mince convergente de vergence V = 5 ô. Déterminer par construction si 
l’image A'B', correspondant à un objet AB transverse tel que OA = 10 cm, est : 


$ a. réelle, droite □ b. réelle, renversée 

□ c. virtuelle, renversée □ d. virtuelle, droite 
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La distance focale de cette lentille est f = 20 cm ; A est un objet virtuel situé à mi-chemin 
entre le centre et le foyer image. 



^ P Soit un objet réel transverse AB ; déterminer grâce aux relations avec origine au centre 
si une lentille mince divergente donne une image : 

□ a. droite, plus grande que l’objet. 09 b. droite, plus petite que l’objet. 

□ c. renversée, plus petite que l’objet. □ d. renversée, plus grande que l’objet. 

v . 1 11 ÔÀ 7 1 

D apres la relation avec origine au centre, - = - + - ; y = - = -— avec 

OA' OF' OA OA 1 + 2L 

OF' 

OA < 0 et OF' < 0 donc 0 < y < 1. L’image est droite et plus petite que l’objet. 



Soit une lentille mince divergente de vergence V = -10 b. Déterminer par construction 
l'image A'B', correspondant à un objet AB transverse tel que OA = 5 cm. 

□ a. OA’ = 3,3 cm 09 b. OA’ = 10 cm 

2 

09 c. y - 2 □ d. y = - 


La distance focale de cette lentille est /' = -10 cm ; A est un objet virtuel situé à mi-chemin 
entre le centre et le foyer objet. 
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I On obtient une image dans le plan focal objet, ce qu’on peut vérifier par application des 
formules de conjugaison. 


Une lentille mince donne d’un objet AB situé dans le plan focal image (avec A sur l’axe) 
une image réelle. 

a. La lentille est convergente. □ b. La lentille est divergente. 


Æ c. OA' = — 
2 


□ d. OA' = 


Puisque A = F', - = - - - soit - = - > 0, l’image étant réelle. 11 s’agit 

OF’ OA' OF’ OF' OA' 


donc d’une lentille convergente, avec un objet virtuel. Alors OA' 


OF' 


10 


Un objet transverse lointain hors d’axe est vu sous l’angle a 
optique d’une lentille convergente de vergence V = 10 ô. 


2° au-dessus de l’axe 



$ a. L’image se situe 10 cm derrière la lentille. □ b. L’image est droite. 

^1 c. La taille de l’image est de 3,5 mm. □ d. La taille de l’image est de 2 mm. 


En considérant l’objet « à l’infini », l’image est dans le plan focal image; compte tenu 

- , , A'B' 

de la vergence, OA' = 10 cm. Dans le triangle rectangle OA B , |tanaj = —— donc 


A’B’ = ÜÎ12! = 3,5 . 1(T 3 m 


/' 
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Où faut-il placer un objet AB pour qu’une lentille convergente de distance focale image 
f en donne une image droite trois fois plus grande que l’objet ? 


□ a. OA - - — 

3 

$ c. UÂ = ~~ 


- f’ 

□ b. OA - — 

3 

n d. 04 = -j- 


L’image étant droite, le grandissement est positif : 

FV - - - - FV 

y - 3 = -donc OA = OF + FA = —FO H-= 

FA 3 


~ 2 /' 

3 
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Soient deux lentilles convergentes identiques L\ et L 2 , de centres 0\ et 0 2 , de distance 
focale image /', distantes de 0\0 2 = 3/'. On note F' le foyer image du système global. 


□ a. 0 2 F' eq = y 

_ 3 f 

□ c. 0 2 F' eq = — 


□ b. 0 2 F' = f 


$ d. 0 2 F' = 2 /' 


Le foyer image est par définition l’image d’un point à l’infini sur l’axe ; par la première 
lentille, l’image intermédiaire se situe au foyer F[ ; F' eq est l’image par la 2 e lentille de 


F\ 



L2 


FL 


_ _y/2 _ f/2 

Par la relation de Newton, Fi, F' = ' = -— ' —- 

! / ' F 2 0 2 + 0 2 0\ + 0\F J 

donc 0 2 F' eq = 0 2 F' 2 + F' 2 F' eq = 2 f. 


-f 2 

r -y+r 


= r 


13 


Soient deux lentilles convergentes L\ et L 2 , de centres 0\ et 0 2 , de distances focales 
image f et 4/', distantes de 0\0 2 = 5 f. 


□ a. La distance focale image de l’ensemble est 


4/' 


$) b. L’ensemble est afocal. 

^1 c. Un faisceau cylindrique d’axe O\ 0 2 a son diamètre multiplié par 4 après traversée 
des deux lentilles. 


□ d. Un faisceau cylindrique d’axe 0i0 2 a son diamètre divisé par 4 après traversée 
des deux lentilles. 



Les deux lentilles n’étant pas accolées on ne peut pas additionner leurs vergences. 


Comme 0\0 2 = 5 f — f + 4 f les foyers F\ et F 2 sont confondus ; on obtient alors que 

. . ^1 » L 2 

les points conjugués sur l’axe sont : 00 —> F { = F 2 —> o° ; l’ensemble est afocal. 

Par construction : 
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D' 4f 

Par relation dans les triangles, — = —— = 4 

D f 


14 


Soient deux lentilles, la première convergente, de centre 0\ et de distance focale 
image /', la deuxième divergente, de centre CL et de distance focale -3 f ; les deux 
lentilles sont accolées. L’ensemble donne d’un objet AB une image à l’infini. 


$ a. L’objet est réel. 

_ 3 f 

$ c. 0\A = —— 


□ b. L’objet est virtuel. 

□ d. ThÂ = 2f 


La vergence de la lentille équivalente aux deux lentilles accolées est 

1 1 2 

eq ~f~ 3T~3T > 

Elle est donc convergente ; l’image étant à l’infini, l’objet est au foyer objet, réel pour une 

^ - —— 3 f 

lentille convergente et 0\A - O\ F eq = ——. 


Soient deux lentilles, la première convergente, de centre 0\ et de distance focale 

, f 

image f , la deuxième divergente, de centre CL et de distance focale image — —, dis- 

- f 

tantes de O\ CL = —. L’ensemble donne d’un objet AB une image à l’infini. 


□ a. 0\A = -/' 

c. L’image est droite. 


$b. L’objet est à l’infini. 

□ d. L’image est renversée. 


- , /' - - 

L’écartement des lentilles est tel que OiCL = / —— = 0\ F\ + F 2 O 2 donc F ] = F 2 . 

L’image étant à l’infini, son antécédent par les deux lentilles est aussi à l’infini (système 
afocal, comme à la question 9). 


Pour déterminer le sens de l’image, on construit un rayon passant par le centre de la l re len¬ 
tille : 
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Avant la l re lentille, la lumière provient du bas, après la 2 e lentille également, donc l’image 
est droite. Elle est agrandie. Ce type d’association est réalisé dans la lunette de Galilée, 
avec un plus grand rapport entre les distances focales des deux lentilles, pour augmenter le 
grossissement. 
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On place derrière une lentille convergente un miroir plan ; un objet est placé dans le plan 
focal de la lentille. L’ensemble donne une image : 

□ a. dans le plan focal image. $ b. dans le plan focal objet. 

$) c. L’image est renversée. □ d. L’image est droite. 


L’image par la lentille se trouve à l’infini ; le miroir plan est afocal, l’image suivante est 
aussi à l’infini ; la réflexion sur le miroir plan inverse le sens de propagation, donc le foyer 
objet F devient foyer image et l’image se trouve dans son plan, c’est-à-dire dans le même 
plan que l’objet : cette propriété est utilisée dans la méthode d’autocollimation. 

La réflexion sur le miroir plan étant symétrique par rapport à la normale, l’image est ren¬ 
versée par rapport à l’objet. 
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Lois 

de l’électrocinétic^ue 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• les lois de maille et de nœud ; 

• les relations courant-tension pour les dipôles linéaires ; 

• les associations de dipôles linéaires ; 

• la puissance en électrocinétique. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Circuits linéaires 

□ V DF a. L’intensité du courant est la même en tout point d’un circuit série 
quelle que soit la fréquence. 

□ V DF b. Un dipôle dont la relation tension-courant en convention récep- 

du 

teur est : i(t) - Gu(t ) + C — où G et C sont deux constantes est un dipôle 

dt 

linéaire. 


Aspect énergétique 

i D 

□ V dF a. Soit le dipôle symboliquement représenté par : —I h 


L’énergie qu’il reçoit entre deux instants t\ et h s’écrit :W= u(t)i(t)dt 


n 


□ V d F b. Un dipôle qui consomme de l’énergie électrique, comme un ré- 
sistor, doit être orienté en convention récepteur. 
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□ V DF c. Le dipôle D dont la caractéristique est donnée ci-dessous fonc¬ 
tionne en générateur : 



Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



Écrire la loi des nœuds sachant que les intensités i et j sont positives, et que les 
autres intensités sont négatives : 



□ a. i + j-k-l-m — 0 

□ c. —i + j — k + l + m — 0 


□ b. —i + j + k — l — m — 0 

□ d. —i + j — k + l — m — 0 



Écrire la loi des mailles sachant que les tensions JJ\ et U 4 sont positives et que 
les autres tensions sont négatives : 
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□ a. U\ - U 2 - U 3 + U 4 - U 5 - U 6 = 0 

□ b. Ui - U 2 + U 3 - U 4 - U 5 + U 6 = 0 

□ c. Ui + U 2 - U 3 - U 4 + U 5 + U 6 = 0 

□ d. t/i + U 2 + U 3 - U 4 + U 5 + U 6 = 0 


Déterminer la résistance équivalente à l’association : 

Ri R , I R 4 


Rs 

-O- 


> 


n a. R eq = 


R 1 R 2 R 3 

R\ + /?2 + ^3 


+ /?4 


(/?! +^ 2)^3 

□ b. R eQ = —-+ /^ 4 

( - ( f r» n n ^ 


7^1 + /?2 “ I " ^3 


r, n _(/?]+ /?2) 1^3 + R A) 
C - /?, + tf 2 +tf 3 +/?4 


R\R 3 RiR 3 

O d. /?«,„ = ——— + —+ R 4 

r» n n “ 


i?i + Rj + R 3 

Déterminer la résistance équivalente à l’association : 

R R' 


R 


R' 


-C 


_ R + R' 

O a. R eq — — 

n R(r + 2R) R'(r + 2R') 

D C. Rea — - "t - 

q r + 4 R r + 4 R' 


n R(r + R) , R'(r + R') 

D b. Rpq —-+- 

q r + 2 R r + 2 R' 

_ R(2r + R) R'(2r + R') 
eq 2(r + R) 2(r + R') 


Déterminer la capacité équivalente à l’association : 

C C' 



n a. c eq = 


CC' + C'C" + CC’ 

c + e + c" 

C" (C + C) 


□ b. c eq = 


ce 

— 


□ c. C ea = 

q c + e + c 


ce 

O d. C ec , —-+ C' 

1 c + e 
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Lois de l’électrocinétique 


Enoncés 


HJ Écrire la relation u = f(i ) : 


J 



□ a. u = -E + E' - RJ - Ri □ b. u - -E + E' + RJ + Ri 

□ c. u - E - E' - RJ - Ri □ d . u = E - E' + RJ + Ri 

Écrire la relation i = f{u) : 


r 



IUJ Déterminer le générateur de Thévenin équivalent en orientant la force électro¬ 
motrice vers la droite : 


□ a. E eq = E + R{K + J) □ b. E eq = E + R(K - J) 

□ c. R eq = R □ d. R eq = - 



29 


Énoncée 


Lois de l’électrocinétique 


Déterminer le générateur de Norton équivalent en orientant le courant électro¬ 
moteur vers la droite : 

J 


E 


;- 


R 

- 1 _ 

LJ 


„ E + E' „ E + E' 

□ a. J eq - J --— □ b. J en = J + 


□ c. R eq = R 


R 


’ eq 


□ d. R eq = 2 R 


R 


Déterminer la tension U : 


R 


□ a. U = 


□ c. 17 = 


E {R1+R2) 
R + R\ + /?2 

ER\Ri 



□ d. 17 = 


R + R\ + Ri 
ER\R2 


R {R[ + R2 ) + R\R2 R {R 1 + R2 + R) 

Déterminer la puissance reçue par le résistor de résistance R. 

E 

R 


□ a.P=- 


□ c. P = 


R + r 


□ b. P = r 
n d. P = R 


r + R) 

E ' 2 


r + R 


30 




3 Lois de \’é\ectrocir\éti(\ue 


Enoncée 


Déterminer l’énergie Wr reçue par le résistor pendant une durée T et l’énergie 
Wç reçue par le condensateur initialement déchargé pendant la même durée. 


J 

KD- 


C 


R 


□ a. W R = RJ 2 T Ob. W R = 


RJ Z T 


□ c. W c = 


J 2 T 

— 


D d. W c = 


J 2 T 

le 


Voir corrigés page 59 
















Circuits linéaires 
en régime permanent 


Thèmes abordés 


Æ 

Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les méthodes des mailles et des nœuds. 

• Les transformations des circuits par associations et équivalences de généra¬ 
teurs. 

• Le théorème de supeiposition. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Méthodes des mailles et des nœuds. 


□ V DF a. Si un circuit comporte 3 mailles indépendantes et deux nœuds, 
il vaut mieux appliquer une méthode des mailles. 


□ V DF b. Quand on choisit une méthode des nœuds, les inconnues sont les 
intensités des courants. 



Équivalences et associations de générateurs. 


□ V DF a. Il est toujours possible de transformer les générateurs de tension 
en générateurs de courant, ou réciproquement. 


□ V DF b. Les associations « parallèles » sont plus commodes à traiter en 
choisissant le modèle de Norton. 



Théorème de superposition. 


□ V DF a. Pour appliquer le théorème de superposition, on éteint un par un 
chacun des générateurs. 


□ V DF b. Pour éteindre une source de tension, on la débranche. 

□ V DF c. Pour éteindre une source de courant, on la débranche. 
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Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


Le circuit d’étude pour les questions 4 à 12 est le suivant : 



B 


Le but est d’utiliser différentes méthodes pour déterminer le courant i circulant 
de A à B à travers la résistance R. 


Q Méthode des mailles : les générateurs sont en représentation de Thévenin. Écrire 
deux lois des mailles faisant intervenir i et q. 

□ a. Ei - r\i\ + Ri D b. r 2 J 2 - r ii\ + (B - r 2 ) i 

□ c. E\ = r\i\ - Ri □ d. r 2 J 2 = r 2 ;'i - (R + r 2 ) i 


En déduire le courant circulant de A à B à travers la résistance R. 

r 2 E\ + r 1 r 2 J 2 , . r|r 2 / 2 - r 2 £| 

□ b. 1 = 


□ a. i = 


□ c. i = 


r\r 2 + r\R + r 2 R 

r 2 E { - r\ r 2 J 2 
/'1 r 2 + /'| R + r 2 R 


□ d. i - 


r\ r 2 + /'| R + r 2 R 

~r 2 Ei - r x r 2 J 2 
ri r 2 + / i R + nR 



Méthode des nœuds : les générateurs sont en représentation de Norton. Écrire la 
relation vérifiée par la tension Uab (loi des nœuds en tension). Il sera pratique 

d’introduire les conductances : G = —, g 1 = — et g 2 = —. 

R r\ r 2 


□ a. g\E\ + J 2 - (G + g x + g 2 ) Uab Cl b. g\E\ - J 2 - (G + g 1 + g 2 ) Uab 

□ c. J 2 - g\E x = (G + gi + g 2 ) Uab Cl d. g\E\ - J 2 = (G - g 1 - g 2 ) Uab 
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En déduire la tension Uab puis le courant dans la résistance fi. 


□ a. Uab = 


□ c. i - G 


g\E\ + Ji 
G + g\ + g2 

g\E\ + J 2 
G + g\ + 02 


□ b. Uab - 


□ d. i = G- 


g\E\ - J2 
G + g\ + 02 

g\E\ - J2 
G + g\ + g 2 


Remplacer les deux générateurs par un générateur de Norton équivalent (orienter 
la source de courant de B vers A. 


tL 1 

I—) Jeq ~~ J2 d b. Veq ~ 


r eq 

r\ 

n c. j eq = — 

r\ 


h 


□ d. r eq = 


nr 2 
G + r 2 
r\r 2 
ri - r 2 


Utiliser un diviseur de courant pour déterminer l’intensité dans la résistance R. 


□ a. i = 


□ c. i - - 


-t^E 1 + n 7 - 2/2 
r\r2 + r \ R + r 2 R 

r 2 E\ + /'i r 2 J 2 


r\ r 2 + r\R + r 2 R 


□ b. i = 


□ d. i = 


r 2 E\ + ri 7-2/2 

7"i ?"2 + 7-| R + 7'2 R 

r 2 E\ - ri?- 2 /2 

?"i ?"2 + 7-1 R + r 2 R 


Éteindre le générateur de Thé venin et déterminer l’intensité i' circulant de A à fi 
dans la résistance R. 

'• 17-2/2 _. fi/2 


□ a. i' = 

□ c. i' = 


/‘i 7-2 + ?-]fi + r 2 R 
-U 7-2/2 

?"17"2 + ?-] fi + 7'2 fi 


□ b. r = 

□ d. /' = 


7‘1 + fi + 7‘2 

- fi/ 2 

7*i + fi + ?’2 


Éteindre le générateur de Norton et déterminer l’intensité i" dans la résistance fi. 
riE\ fifii 


□ a. 7 " = 


□ c. i" = 


7*i 7*2 + ?'i R + l'2 R 

-nE\ 

7 "i ?"2 + 7 -| R + r 2 R 


□ b. i" = 


□ d. i" = 


ri (ri + fi + 7 - 2 ) 
-fifii 

ri (ri + fi + 7 - 2 ) 


En déduire le courant dans la résistance fi en présence des deux générateurs. 


□ a. i - 


□ c. i = 


r 2 E\ + r\r 2 J 2 

r 1 ?2 + ?-j fi + 72 fi 

fi(fii ~ ri j 2 ) 

H (ri + fi + ?- 2 ) 


□ b. / = 


□ d. 7 = 


r 2 fil - 7*1 ?~2 /2 

?"i ?"2 + ?'| R + r 2 R 
R(Ei + 7-ij 2 ) 

7*1 (?’i + fi + ?’2) 
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Le circuit étudié pour les questions 13 à 15 est le suivant : 



13 


Calculer la tension U' AB quand on garde le générateur de droite allumé, puis la 
tension U AB quand on garde le générateur de gauche allumé. 


□ a. 

U'ab = 

-Er 

□ b. 

r + R 

□ c. 

il 

-rE 

□ d. 

2 (R + r) 


Kb = 


TJ" - 
U AB ~ 


Er 
r + R 
rE 

2 (R + r) 


Calculer le courant circulant de A à B dans la résistance r. 
-E E 


□ a. i - 

□ c. i - 


2 (r + R) 
-E 


r + R 


□ b. i = 

□ d. i = 


2 (r + R) 
E 


r + R 


15 


Transformer le circuit initial en faisant apparaître deux générateurs de Norton et 
en déduire le courant k circulant de C à D. 


□ a. k = 


E (2r + R) 
2 r(R + r) 


□ b. k 


E (2R + r) 
2 r(R + r) 


□ c . k = 


E (2R + r) 
2R (R + r) 


□ d. k 


E (2r + R) 
2 R(R + r) 


Voir corrigés page 64 
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Circuits linéaires 
en régime transitoire 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Circuits d’ordre 1 en régime libre. 

• Circuits d’ordre 1 avec un générateur de tension ou de courant constant. 

• Circuits d’ordre 2 : forme canonique, différents régimes. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Conditions initiales 


□ V DF a. Pour déterminer les constantes d’intégration lors de la résolu¬ 
tion de l’équation différentielle d’un circuit comportant un condensateur et une 
bobine, on utilise la continuité de l’intensité du courant dans le condensateur. 


□ V DF b. Pour déterminer les constantes d’intégration lors de la résolu¬ 
tion de l’équation différentielle d’un circuit comportant un condensateur et une 
bobine, on utilise la continuité de l’intensité du courant dans la bobine. 



Circuits d’ordre 1 en régime libre 

□ V DF a. Un circuit comportant en série une résistance R et un condensa¬ 
teur de capacité C a pour temps caractéristique r = RC. 

□ V DF b. Un circuit comportant en série une résistance R et une bobine 
idéale d’inductance L a pour temps caractéristique r = —. 
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Circuits d’ordre 2 en régime libre 


□ V DF a. Un circuit comporte en série une résistance R réglable, un 
condensateur de capacité C et une bobine idéale d’inductance L fixes. Une 
grande valeur de R permet d’observer des oscillations de la tension aux bornes 
du condensateur. 


□ V DF b. Le régime permanent est atteint au bout d’un temps minimum si 
la résistance a pour valeur R = 2 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



Un circuit série comporte une source de tension E , une résistance R et un conden¬ 
sateur C ainsi qu’un interrupteur : 



À l’instant t — 0 oii on ferme l’interrupteur le condensateur est chargé (charge 
qi)). Le courant i(t) circulant dans le circuit est alors : 


E -t 

□ a. i(t) = -(l -e&) 


□ b. i(t) = ^(l-e^) 
RC^ > 


5 


Un circuit série comporte une source de tension E , une résistance R et une bobine 
assimilable à une résistance r en série avec une inductance pure L ainsi qu’un 
interrupteur. 



37 



À l’instant t = 0 on ferme l’interrupteur. Le courant i(t) circulant dans le circuit 
est alors : 

E -tR 
□ a. i(t) =- -e L 


r + R 


_ h, / -tR \ 

□ b. i(t) =-( 1 - e L ) 

r + R ' > 


E -Kr+R ) , n El -t(r+R ) 

□ c. i(t) =-e ^ □ d. i(t) =-^ 11 - e ^ 


r + R 


r + R 


Un circuit série comporte une source de tension E, une résistance R et une bobine 
assimilable à une résistance r en série avec une inductance pure L ainsi qu’un 
interrupteur. À l’instant t = 0 on ferme l'interrupteur. La tension aux bornes de 
la bobine u(t) est alors : 


- t(r+R ) 

□ a. u(t) = Ee l 


□ b. u(t) = Ee " 


E / -Kr+R) \ _ RE -tR 

□ c. u(t ) =- r + Re L □ d. u(t) = - e L 

r+R\ ) r+R 

Un circuit parallèle comporte une source de courant J, une résistance R et un 
condensateur C ainsi qu’un interrupteur. 


J 




R 


:c 


À l’instant t = 0 où on ouvre l’interrupteur K le condensateur est déchargé. La 
tension u{t) aux bornes de la source de courant est : 

□ a. u(t) = JReRê □ b. u(t ) = JR (l - 

□ c. u(t) = - JReRê □ d. u(t) = JR^e^c - 1^ 



Un circuit série comporte une source de tension E, une résistance R, un conden¬ 
sateur C et une bobine de résistance négligeable assimilable à une inductance 
pure L ainsi qu’un interrupteur. 



u 
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Circuits linéaires en régime transitoire 


Enoncée 


À l’instant l = 0, le condensateur est déchargé, on ferme l’interrupteur. Écrire 
l’équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur u(t) et 
la mettre sous forme canonique ; en déduire l’expression de la pulsation propre 
ljq et du facteur de qualité Qq. 

□ a. coq ~ — □ b. m 0 = —— 

ce Vie 

° c - e ° = sV5 0d -»> = R Vz 

1 Dans cette question et les suivantes, le circuit est celui décrit à la question 8. 
Écrire l’équation caractéristique puis déterminer la valeur du facteur de qualité 
correspondant au changement de type de réponse du circuit. 

□ a. <2o = 1 CJb. Q 0 = 2 □ c. Q 0 = - O d. Qq = —- 

2 y2 

:JjJ Soit Qq = 0,25. Calculer les racines de l’équation caractéristique et en déduire 
la forme de u(t ) (a et fi sont des constantes). 

□ a. u(t ) = ae ÙJ ° a+ ^ )t + /te" o(2 ^ ^ 

n b. u(t ) = E + ae "o(2+V 3 )r + ^0(2-V 3 )t 

O C. u(t) = ac“" o(2+VI)f + ^-"0(2-V3)r 
n d. u(t ) = E + ae -"o( 2 + V3)f + p e -co 0 (2- V3)/ 


Soit Qq = 0,25. En tenant compte des conditions initiales, déterminer a et (S. 

ab - + è) 

Soit Qq = 0,5. Sous quelle forme faut-il chercher u(J) ? 

□ a. u{t) = a + □ b. u(t ) = a + /3te mt 

□ c. u(t) - E + (a + fit) e _ " 0 ' □ d. u(t) - E + (a + J3t) e 

Soit Qq = 0,5. En tenant compte des conditions initiales, déterminer u(t). 

□ a. u(t) = E (<?- l) - ùjQtEe~ OJot □ b. u(t) = E (l - e - " 0 ') - co 0 tEe~ l 

□ c. u(t) = E( 1 - Lüote ~ w ° f ) □ d. u(t) = E (l + 



Circuits linéaires en régime transitoire 


14 


Soit <2o = 1. Calculer les racines de l’équation caractéristique et en déduire la 
forme de u(t)(a et p sont des constantes). 


□ a. u{t) = ae 2 cos 



□ b. 


“'0' 

u{t) = ae 2 cos 


V3wo f 

“2 


\ 

y 


□ c. 


-U o < 

u(t ) = £ + ae 2 cos 



□ d. 


<•>()> 

u(t ) = E + ae 1 cos 


" yfïojQt 



Soit <2o = 1. En tenant compte des conditions initiales, déterminer a et tp. 


7r 


□ a. f = - 


_ 5tt 

□ b. „ = T 


_ 2 E 

□ c. a = —- 

V3 


E 

□ d. or = —— 

V2 


Vfa/r corrigés page 70 










Circuits linéaires 
en régime sinusoïdal 


6 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Impédance complexe. 

• Lois et théorèmes. 

• Résonances d’intensité et de tension. 

• Puissance. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Valeurs efficaces 


□ V □ F a. La valeur efficace complexe associée à la somme de deux ten¬ 
sions sinusoïdales de même pulsation est égale à la somme des valeurs efficaces 
complexes de chaque tension. 


□ V DF b. La valeur efficace réelle associée à la somme de deux tensions 
sinusoïdales de même pulsation est égale à la somme des valeurs efficaces réelles 
de chaque tension. 


Impédances 

□ V DF a. L’impédance complexe d’un circuit ( R,L,C ) série est égale à 

-= R+i ( lM -'ïk) 

□ V DF b. L'impédance complexe d’un circuit (R, L, C) parallèle est égale 

1 / 1 

a Z = - + j\Cùj- — 


R 


Llo 
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G Circuits linéaires en régime sinusoïdal 



Circuits linéaires 


□ V DF Les lois et théorèmes en régime sinusoïdal sont les mêmes qu’en 
régime permanent à condition de remplacer les résistances par les impédances 
complexes, et les intensités et tensions réelles par les intensités et tensions com¬ 
plexes. 


~IV □ F Soit un dipôle soumis à une tension sinusoïdale u(t) - U V2 cos tôt 
et traversé par un courant d’intensité i(t) = I V2cos (cot - ip) (convention récep¬ 
teur). 

L’énergie reçue par ce dipôle au cours d’une période est W = — (7/ cos ip. 

Lü 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


5 


Soit le dipôle d'impédance complexe Z constitué d’une résistance R, d’un 
condensateur C, et d’une bobine d’inductance L, de résistance négligeable. 



Déterminer l’expression de Z. 
R + jloj 


□ a. Z = 


1 - LCco 2 + jRCco 


„ „ Ril+jRCco) , r 

□ c. Z =-— + iLco 

1 + (RCto) 2 


□ b. Z = 


□ d. Z = 


jR {lCot - l) 

1 - LCco 2 + jRCco 
R 


1 + jRCco 


+ jloj 


Soit le dipôle de la question 5 constitué d’une résistance R , d’un condensateur 
C, et d’une bobine d’inductance L, de résistance négligeable. À quelle condition 
le déphasage est-il nul entre l’intensité qui le traverse et la tension à ses bornes ? 

1 _. . R 2 C 


□ a. L = 


n c. l = 


Ceo 2 


□ b. L = 


R 


w(l + {RCcof) 


□ d . L = 


1 + {RCco) 1 
1 + {RCcof 
Ceo 2 
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Un circuit série comporte une source de tension sinusoïdale e(t) = E V2 cos cot, 
une résistance R et un condensateur C. 

R 


e(t)\Q 


c; 


u(t) 


Déterminer la valeur efficace du courant i(t) = I V2 cos {cot + tp) circulant dans le 


circuit. 



O a. 1 = 

ECcü 

□ b. / 

Vl + {RCoj) 2 

□ c. 1 = 

ECoj 

□ d. / 

1 + ( RClü) 2 


§ Vi + (RCcj ) 2 

|(l + (RCcj) 2 ) 

Un circuit série comporte une source de tension sinusoïdale e(t) = E V2 cos cot, 
une résistance R et un condensateur C. Soit tp le déphasage du courant 
i(t) = I V2 cos {cot + tp) par rapport à la source de tension. 

□ a. tan <p = -RCoo □ b. tan ip = —-— 

RCu> 

□ c. i(t) est en avance sur e(t) □ d. e(t) est en avance sur i(t) 

Un circuit série comporte une source de tension sinusoïdale e(t) = E V2 cos cot, 
une résistance R et un condensateur C. Déterminer la puissance moyenne (P) 
fournie par la source de tension au reste du circuit. 


□ a. (P) = 


(EY 


□ c. (P) = 


CloR 2 (l + (RC a)f) 


CojE - 


1 + (RCcjÿ 


n b. (P) = 


□ d. (P) = 


R(l+{RCojf) 

RjCcoE) 2 
1 + (RCco) 2 


Un circuit parallèle comporte une source de courant sinusoïdale 
j(t) = J V2 cos ü>u une résistance R, un condensateur C, une bobine d’induc¬ 
tance L et de résistance négligeable. 


MQ 


R 


ljc : 


u(t) 
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Enoncée 


6 Circuits linéaires en régime sinusoïdal 


Déterminer la valeur efficace de la tension u(t) = U V2 cos (cot + ip) aux bornes 


du circuit. 




□ a. U - J y 

Jw + ( Cù, ~ 

-f 

Lco) 

□ b. 

□ c. U = — 

J 


□ d. 


\R 2 + \Loo- — 
tco 


1 

Ceo 


, 1 / 1 

I TTT + I CCO ~ - - 

Lco 


R 2 


On reprend le circuit de la question 10 . Soit ip le déphasage de la tension 
u(t) = U V2cos (cot + ip) par rapport à la source de courant, avec LCco 2 > 1. 

R 

□ a. tango =- RCoo 

Y Lco 


_, Lco 1 

□ b. tan co =- 

R RCoo 


□ c. u(t) est en avance sur j(t) □ d. j(t) est en avance sur u(t) 
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Soit un circuit ( R , L, C) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u(t) — U V2 cos oot de pulsation réglable. 



□ a. 

□ b. 

□ c. 

□ d. 


Il y a une résonance d'intensité si la résistance est suffisamment petite. 

Il y a une résonance d’intensité si la résistance est suffisamment grande. 
Il y a une résonance d’intensité quelle que soit la valeur de la résistance. 


Il y a une résonance d’intensité pour la pulsation 00 


1 

Vie’ 
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Soit un circuit (R , L, C) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u(t) = U V2cos oot de pulsation réglable. Si L et C sont fixées et que l’on fait 
varier R : 


O a. La résonance d’intensité est d’autant plus aiguë que R est grande. 

□ b. La résonance d’intensité est d’autant plus aiguë que R est petite. 

O c. La largeur de bande passante est donnée par Am = —. 

□ d. La largeur de bande passante est donnée par Am = —. 



G Circuits linéaires en régime sinusoïdal 
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Soit un circuit ( R , L, C) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u{t) — U V2 cos tut de pulsation réglable. 


□ a. Il y a une résonance de charge si la résistance est suffisamment petite. 

□ b. Il y a une résonance de charge si la résistance est suffisamment grande. 

□ c. Il y a une résonance de charge pour la pulsation tu = 


1 R 2 

LC ~ 2zJ" 


□ d. Il y a une résonance de charge pour la pulsation tu 


R 2 1 
2ÏJ ~~ LC 
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Soit un circuit ( R , L, C) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u(t) = U V2 cos cot de pulsation réglable. 

□ a. Il y a une résonance de puissance si la résistance est suffisamment petite. 

□ b. Il y a une résonance de puissance si la résistance est suffisamment grande. 

□ c. Il y a résonance de puissance pour la pulsation tu = — -— 

Vie 

□ d. Il n’y a pas de phénomène de résonance de puissance. 


Voir corrigés page 77 
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Quadripôles 1 


/ 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Impédances d’entrée et de sortie. 

• Fonction de transfert. 

• Diagramme de Bode. 

• Bande passante, pulsations de coupure. 

• Fonctions de transfert d’ordre 1. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Impédances d’entrée et de sortie 

□ V DF a. L'impédance d’entrée d’un quadripôle dépend du générateur 
branché à l’entrée. 

□ V DF b. L'impédance de sortie d’un quadripôle dépend du dipôle branché 
côté sortie. 



Fonction de transfert 


□ V DF a. La fonction de transfert d’un quadripôle ne dépend que de la 
structure du quadripôle. 


□ V DF b. Une chaîne de quadripôle a pour fonction de transfert le produit 
des fonctions de transfert de chaque quadripôle pris individuellement. 
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Diagramme de Bode 

□ V DF a. Le gain en décibels d’un quadripôle est défini par 

(U s \ 

GdB = lOlogio I — I où JJ e est la valeur efficace de la tension d’entrée et U s la 
valeur efficace de la tension de sortie. 

□ V DF b. L’argument de la fonction de transfert représente le déphasage 
entre l’entrée et la sortie. 

Bande passante 

□ V DF La bande passante à - 3 dB est identique à la bande passante définie 

\h\ 

par le critère \h\ > -——. 

V2 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) 

R 


□ a. H = 

□ b. H = 


1 


1 + jRCu) 
iRCa) 


V 


c: 


u 


1 + jRCco 

□ c. La pulsation de coupure à - 3 dB est a> c = RC. 

□ d. La pulsation de coupure à - 3 dB est a> c = —. 

RC 



Soit le circuit de la question 5. Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G,iu 
comporte : 


n a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente -20 dB/dec. 

□ c. Une asymptote de pente -20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Deux asymptotes horizontales. 
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| | Si on pose u e (t) = U e V2cos Dt et u s (f) = U s V2cos(wt + le déphasage p 
vérifie : 

n a. tan p =- □ b. tan p = -RCa> 

RCo) 

□ c. La sortie est en retard sur rentrée. □ d. La sortie est en avance sur l’entrée. 



On branche en sortie du quadripôle de la question 5 une résistance R identique 
à la première. La tension d’entrée u e {t) est délivrée par un générateur de Théve- 
nin non représenté, de force électromotrice e(t) - E V2 cos ait et de résistance 
interne r g . Déterminer l’impédance d’entrée Z e et l'impédance de sortie Z v . 


a 


—._ I _ 

rn i_i 

1 1 R 

1 . 

n 



U s 

1 

^-1 - 

1 

—r 

_ T 


(utilisation) 


(quadripôle) 


n a. Z c = r[ ] + ,R ^ \ □ b. Z, = r g + 2R+ 1 


— \ 1 + jRCco 

1 


jCu 


Oc. Z s — T g + R + 


jCoJ 


□ d. Z v = 


r g + R 


1 + jCaj (r g + R) 


Calculer la fonction de transfert du circuit précédent et déterminer si 

□ a. l'amplification statique en tension est égale à 2. 

□ b. l’amplification statique en tension est égale à -. 

□ c. la pulsation de coupure à - 3 dB est u)' c = — 

RC 

2 

□ d. la pulsation de coupure à - 3 dB est oJ c = — 

RC 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 
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□ a. 

□ b. 

□ c. 

□ d. 


H = 

H = 


1 

1 + jRCu) 
jRCcj 
1 + jRCut 


lo c = est la pulsation de coupure basse à -3 dB. 
oj c = —est la pulsation de coupure haute à -3 dB. 
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Soit le circuit de la question 10 . Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G c ib 
comporte : 

n a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente -20 dB/dec. 

H c. Une asymptote de pente -20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote verticale. 


Soit le quadripôle comportant une bobine réelle modélisable par une inductance 
pure L en série avec une résistance r et une résistance R. 


a 


L,r 


R 


a 


Déterminer l’amplification statique en tension. 

D 

□ a. H 0 = I □ b. H q = - 


□ c. //(, = 


R 


r + R 


□ d. H 0 = 


r + R 


Déterminer la pulsation de coupure du quadripôle de la question 12 . 


R 

□ a. a> c - — 
L 


□ b. OJr = — 


_ r + R 

□ C. OJ r = -7- □ d. 0) r = 


rR 


(r + R)L 
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Quadripoiee 1 


14 


l + J 

La fonction de transfert d’un quadripôle se met sous la forme : H = - ; 

1 + j 

avec a >2 coi - Le diagramme de Bode asymptotique pour le gain a l’allure : 




15 


Pour la fonction de transfert de la question 14 , le déphasage entre l’entrée et la 
sortie est maximal si : 


□ a. co = 0 
Oc. 0) = y[oJ\ü )2 


□ b. 

□ d. 


0) 


ü)\ + 0)2 
2 


o) tend vers l'infini 


Voir corrigés page 85 
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Quadripôles 2 



Programme PTSI, approfondissement MPSI 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Fonctions de transfert d’ordre 2. 

• Lien entre fonction de transfert et régime transitoire (PTSI). 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 


R 


Ue 


c\ 

L 


U 


□ a. H = 


1 


□ c. H = 


1 + jRCio 
1 


R 

1 - j~r~. 


1 


□ b. H = 


□ d. H = 


1 


Llo LCoj 2 


1 + jRCoj - LC a) 2 
1 

“ 7 ~no r~ 

1 + J _ 


R RCoj 



Soit le circuit de la question 1. Le Lacé du diagramme de Bode pour le gain G c ib 
comporte : 

O a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente - 20 dB/dec. 

□ b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente - 40 dB/dec. 

O c. Une asymptote de pente - 20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 40 dB/dec. 
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Soit le circuit de la question 1. Si on pose u e (t) - U e V2 cos cot 
et u s (t) ~ U s V2cos (cot + i p), alors le déphasage p vérifie : 

□ a. tan p = 

□ c. tan p = 


RCüj 

□ b. tan p - 

1 

Lco 

1 - LCco 2 

RCco 

~ T 

RCco 

□ d. tan p = 

1 

Lco 

LCco 2 - 1 

RCco 

~ T 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 



□ a. H 

□ c. H 


1 + 


R 

jLu 


□ b. H = 


1 


1 + jRCco - LClo 2 


R 

1 - ,/T- 


1 


□ d. H = 


Lco LCü) 2 


i ■ Lcü 1 

1 + j I — - - 

' R RCüj 



Soit le circuit de la question 4 . Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G c ib 
comporte : 

n a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 20 dB/dec. 

□ b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente - 40 dB/dec. 

□ c. Une asymptote de pente - 20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 40 dB/dec. 


Soit le circuit de la question 4 . Si on pose u e (t) = U e V2 cos a>t 
et u s (t) = U s V2cos (cot + p), le déphasage <p vérifie : 

□ a. tan p = 

□ c. tan p = 


RCoo 

□ b. tan p = 

1 

Lco 

1 - LCco 2 

RCco 

~ T 

RCco 

□ d. tan p = 

1 

Lco 

LCco 2 - 1 

RCco 

~ T 
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Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 


□ a. H = 


1 


i i LüJ 1 
J 1 R RClo 


Oc. H = 


R 

1 - Jt- 


1 



OA. H = 


Llo LC lo 2 


+ J \ R RCloI 


Soit le circuit de la question 7 . Le tracé du diagramme de Bode pour le gain GdB 
comporte : 

□ a. Un maximum pour lo = lo q = 


□ b. Un minimum pour lo = loq = 


Vie 

1 

Vie' 


□ c. Une asymptote de pente - 20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 40 dB/dec. 


Soit le circuit de la question 7. Si on pose u e (t) = U e VI cos Lot 

et u s (t) = U s VI cos {loî + ip), le déphasage tp vérifie : 

_ RClo 

□ a. tan p = 


Llo 1 

, □ b. tan w =- 

1 - LClo 2 R RClo 


_ RClo 1 Llo 

□ c. tan w = --- □ d. tan w = - 

LClo 2 - 1 RClo R 

Déterminer la fonction de transfert et en déduire l’équation différentielle du cir¬ 
cuit : 


R 


O a. H = 


1 


‘ 

J 

c 




u 


1 + JRClo 
du $ 1 


□ b. H = 1 + JRClo 
du , 1 


□ c. -- H - u s = 0 □ d. -- H - u s = — 

dt RC dt RC RC 
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Quadripolee 2 


11 


Déterminer pour le circuit de la question 10 la relation entre la pulsation de 
coupure a>c et le temps caractéristique r. 


□ a. m>c = 1 

□ b. m»c = V2 

H c. Le circuit est rapide si la bande passante est large. 

□ d. Le circuit est lent si la bande passante est large. 


12 


Déterminer la fonction de transfert et en déduire l’équation différentielle du cir¬ 
cuit : 


R 


R 


Ue 


c\ 


c\ 


ü 


□ a. H = - - 

~ (1 + jRCoj) 1 


□ b. 

□ c. 

□ d. 


“ 1 + 3 JRCoj - (RCtü) 2 

d 2 u s 2 du s 1 

-T" +-H" -“Mc 

dt 2 RC dt (RC) 2 

d 2 u s 3 du s 1 

dt 2 + RC dt + (RC) 2 Us 


u e 

(RC) 2 

U e 

(RC) 2 


Voir les corrigés 92 






























Amplificateur 

opérationnel 


9 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• AO idéal en régime linéaire 

• AO idéal en mode comparateur (Travaux pratiques). 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
La question 8 n’est pas au programme de MPSI. 


Dans tout le chapitre on considère un amplificateur opérationnel idéal, de tensions 
de saturation symétriques ±V sat . 


1 


On dispose d’un amplificateur opérationnel idéal et de deux résistances 
R,\ ~ 10 kQ et Ru > R A à choisir. On souhaite réaliser un circuit amplificateur tel 
que la tension de sortie soit égale à 4 fois la tension d’entrée et de même signe. 
Représenter le montage et en déduire la valeur de Rb- 

□ a. Rb = 20 kQ Ob. Rb = 30 kQ 

□ c. R B = 40 kQ □ d. R B = 50 kQ 
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L'amplificateur opérationnel est supposé idéal. Déterminer la fonction de trans- 

v, 

fert H_ = — en régime sinusoïdal. 


r 



„ R 

□ a. H = - 

r 

□ c. H = -~ 


r 

□ b. H =- 

~ R 

r 

□ d. H = — 



Soit le circuit comportant un amplificateur opérationnel idéal, un condensateur 
et un résistor ; la tension d'entrée est sinusoïdale. 



n a. Le montage est dérivateur. 
□ b. Le montage est intégrateur. 
Oc. Ve = -jRCcoVs. 
n d. Ve_ = -iRCioVj_ 


BQ Déterminer la relation entre les tensions U e , V e et V s si R = 10 kQ, R' = 20 kQ 
et r = 100 kQ. 


r 



n a. V s = l0V e + 5U e 
O b. V s = -1014 -5U e 

□ c. V s = 1014 + 514 

□ d. V s = -1014-514 
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Déterminer la relation entre les tensions U e , V e et V s . 


R 



□ a. y, = y, + u e 
n b. y ç = v e -u e 
b c. y, = u e -v e 
n d. y, = - (V e + u e ) 



Déterminer la fonction de transfert du montage ainsi que le déphasage de la sortie 
par rapport à rentrée, la tension d’entrée étant sinusoïdale : 


R 



B a. H = 


1 - jRCu» 


— 1 + jRCco 
1 +JRCO, 

— 1 - jRCm 

□ c . ip = -2Arctan(ï?Co>) 

BA.(p- 2Arctan ' 


RCu) 


L’amplificateur opérationnel étant idéal, déterminer si 



□ a. y, = V SM pour V e <E 

□ b. y v = V sat pour V e > E 

□ c. Le montage est comparateur. 

□ d. Le montage est amplificateur. 
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9 Amplificateur opérationnel 


Déterminer les valeurs de la tension d’entrée provoquant le basculement de la 
tension de sortie entre les valeurs + V sat et -V mt . 

R , 



n a. Dans le sens montant, la tension de basculement est Vu = 
□ b. Dans le sens montant, la tension de basculement est V' B = 


R 


□ c. Dans le sens descendant, la tension de basculement est Vb = 

□ d. Dans le sens descendant, la tension de basculement est V' B = 


R i + Ri 

-Ri 

Ri + R 2 
Ri 


R 1 + Ri 

-Ri 


R 1 + R2 


V sat . 

Vsat- 
Vsat- 
Vsat- 


Voir corrigés page 98 
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3 Lois de l’électrocinétique 
VRAI/FAUX 

| Circuits linéaires 

□ V XI F a. L’intensité du courant est la même en tout point d’un circuit série quelle 
que soit la fréquence. 

Pour pouvoir faire cette hypothèse, il faut être dans le cadre de l’approximation des régimes 
quasi stationnaires. On peut alors négliger le temps de propagation du signal d’un point du 
circuit à un autre. 11 faut pour cela que la période du signal (ou le temps caractéristique de 
variation si le signal n’est pas périodique) soit grande par rapport au temps de propagation 
à l’intérieur du circuit. Qualitativement, il ne faut pas que les variations soient trop rapides, 
c’est-à-dire que la fréquence soit trop élevée. 

XIV DF b. Un dipôle dont la relation tension-courant en convention récepteur est : 
du 

i(t) = Gu(t) + C— où G et C sont deux constantes est un dipôle linéaire. 
dt 

I Un dipôle est dit linéaire si la tension à ses bornes et l’intensité du courant qui le traverse 
sont liées par une relation différentielle linéaire : c’est bien le cas de la relation proposée 
(qui pourrait caractériser un résistor en série avec un condensateur). 



I Le dipôle est orienté en convention générateur. Dans ce cas le produit u(t)i(t) correspond à 
la puissance qu’il cède au reste du circuit, pas à la puissance reçue. 


□ V XI F b. Un dipôle qui consomme de l’énergie électrique, comme un résistor, 
doit être orienté en convention récepteur. 

La convention d’orientation est complètement indépendante du fonctionnement réel du 
dipôle ; une fois l’orientation choisie, le signe du produit u(t)i(t) indiquera quel est le mode 
de fonctionnement du dipôle. 


□ V XI F c. Le dipôle D dont la carac¬ 
téristique est donnée ci-dessous fonctionne 
en générateur : 
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Corrigée 




Le dipôle est orienté en convention récepteur. Il fonctionnera donc en générateur si la 
puissance instantanée P(t) = u(t)i(t ) est négative. Or ici i > 0 et u > 0 donc la puissance 
est positive, le fonctionnement est donc récepteur. 



Attention à l’erreur consistant à penser que si la relation tension-courant est de la 
forme u = E — Ri le dipôle fonctionne automatiquement en générateur. 


QCM 


3 


Écrire la loi des nœuds sachant que les intensités ; et j sont positives, et que les autres 
intensités sont négatives : 



□ a. i + j — k-l — m — 0 

□ b. —i + j + k— l — m = 0 
$ c. —i + j — k + l + m = 0 

□ d. -i + j- k + l- m = 0 


Il n’est pas nécessaire de connaître le signe des intensités pour écrire une loi des nœuds, il 
s’agit de tenir compte des orientations arbitrairement choisies pour chacune des branches 
liées au nœud. Ici les flèches concernant i et k partent du nœud, celles de j, l et m arrivent 
au nœud. La loi de nœud est par conséquent j + l + m- i- k- 0. 


| Écrire la loi des mailles sachant que les tensions Ui et U 4 sont positives et que les autres 
tensions sont négatives : 


□ a. t/i - U 2 - U ? + U A - U 5 - U 6 = 0 
[3 b. U 1 -U 2 + U 3 -U 4 -U 5 + U 6 = 0 

□ c. Ui + U 2 -U 3 -U 4 + U 5 + U 6 =0 

□ d. U 1 + U 2 + u 3 - U 4 + U 5 + U 6 = 0 


De même, il n’est pas nécessaire de connaître le signe des tensions pour écrire une loi des 
mailles, il faut choisir un sens de parcours pour la maille et comparer le sens de chaque 
flèche de tension au sens de parcours. Par exemple ici en prenant le sens horaire : U\ , t/ 3 , Uç, 
sont dans le sens de parcours, les autres sont en sens inverse. Donc la loi de maille s’écrit 
Ui - l/ 2 + U 3 - l/ 4 - U s + U 6 = 0. 




Déterminer la résistance équivalente R eq à l’association : 



□ a. 

[S b. 



R\R 3 R 3 
R\ + R 3 "t" R 3 
( Ri + ^2)^3 
Ri + R 3 + R 3 


+ R 4 
+ R 4 


□ c. R eq = 

□ d. R eq = 


(R\ + Ri) (R 3 + R 4 ) 
R\ + R 3 + R 3 + R 4 
R\R 3 R 2 R 2 
R\ + R 3 R 3 + R 3 
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Corrigés 


Ri est en parallèle sur Ri et R2 qui sont en série, ce groupement a pour conductance 
1 1 R 1 + R 2 + R2 

G = - 1 -= -- puisque les conductances en parallèle s’ajoutent. 

Ri+R 2 Ri (Ri+R 2 )Ri y 4 P J 

Enfin R4 est en série sur l’ensemble donc R eq — — + R4. les résistances s’ajoutant en série. 


Déterminer la résistance équivalente R eq à l’association : 


R 


R 


ï 


R' 


R ' 


71 a. R eq = 

□ b. R eq = 

□ c. R, a = 


R + R' 

2 

R(r + R) R'(r + R') 
r + 2R r + 2R' 

R(r + 2 R) R'(r + 2 R’) 


r + AR r + 4 R' 

„ R(2r + R) R'(2r + R') 

° d '^ = 377Tm + 21 771F, 


Les différentes résistances ne sont pas associées en série ou en parallèle, mais compte 
tenu de la symétrie du circuit, l’intensité du courant est la même dans les deux résistors 
de résistance R donc ils sont soumis à la même différence de potentiel. La différence de 
potentiel aux bornes de r est donc nulle : ce résistor n’est parcouru par aucun courant. Tout 
se passe comme si on avait deux branches de résistance R + R' en parallèle. Le circuit se 

simplifie donc et la résistance équivalente R eq est donnée par : —— = 


Rr 


R + R’ R + R' 


R + R' 


Déterminer la capacité équivalente C eq à l’association : 


□ a. C ea = 


CC' + C'C” + G.C" 



C + C' + C" 
CC' 

39 d. C eq — -— + C 

q C + C 


En série les inverses des capacités s’ajoutent donc la branche contenant deux condensateurs 
est équivalente à un condensateur de capacité Ci telle que — = — + —. 


En parallèle les capacités s’ajoutent donc C eq - C 1 + C" = 


CC' 
C + C' 


+ C" 
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Écrire la relation u 


m ■ 

J 



■ 

H 


■ 





□ a. u — -E + E' - RJ - Ri 
O b. u = —E + E + RJ + Ri 
$ c. u — E - E' - RJ - Ri 

□ d. u — E - E' + RJ + Ri 


u 

Écrivons une loi des nœuds : i + J + k = 0 avec k = 
u - E + E' 


E + E’ 

—R 


donc 


R 


— -i - J d’où on tire u — E - E' - R(i + J) = E - E' - RJ - Ri. 


Écrire la relation i = f(u) : 



R' 


10 


Déterminer le générateur de Thévenin équivalent en orientant la force électromotrice 
vers la droite : 



□ a. E eq = E + R(K + J) 
$ b. E eq = E + R(K - J) 
£1 c. R eq = R 

R 

□ d. R eq = - 


On procède par transformations successives, en faisant le choix d’orienter les sources de 
courant et de tension équivalentes dans le même sens que E et K. 


Transformons le générateur de Norton (J. R) pour l’associer en série avec la source de 
tension E : on obtient un générateur de Thévenin de force électromotrice égale à E - JR et 
de résistance interne R. On le transforme en générateur de Norton de courant électromoteur 
E 

- J et de résistance interne R pour l’associer en parallèle avec la source de courant K. Le 
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nouveau courant électromoteur est égal à — - J + K. Enfin, on passe à nouveau en modèle 
de Thévenin. On arrive à une source de tension E eq - E + R(K - J) dans le même sens 
que E, en série avec R. 


Déterminer le générateur de Norton équivalent en orientant le courant électromoteur vers 
la droite : 


E 

O 


J 

<s> 


^ <!■ Jeq — J 


) - 

js 

O 

R 

-1_ 



1). J e q — J +■ 
$ c. R eq = R 
□ d. R eq = 2R 


E + E' 
R 

E + E' 
R 


Transformons le générateur de Thévenin ( E,R ) pour l’associer en parallèle avec la source 

E 

de courant J : on obtient un générateur de Norton de courant électromoteur / + — en 
parallèle sur la résistance R , que l’on transforme en modèle de Thévenin pour lui associer 
en série la source de tension E' : la force électromotrice est égale à E' + E + JR en série 
sur la résistance R. Enfin, on passe à nouveau en modèle de Norton. On arrive à une source 
E + E' 

dans le même sens que J, en parallèle avec R. 


de courant J eq = J + 


R 


Déterminer la tension U : 

R 



U 


□ a. U = 


□ b. £/ = 


Æc. U = 


□ d. U = 


E(Ri+R 2 ) 

R + R\ + R~> 

ER 

R + R\ + Ri 

ERiR 2 

R (Ri + Ri) + R 1 R 2 
ER 1 R 2 

R ( R\ + Ri + R) 


Les deux résistances en parallèle peuvent être remplacées par une unique résistance R eq 
qui forme un diviseur de tension avec la résistance R : 

R eq E E E ER 1 R 1 


U = 


R + R p 


RG e 


+ 1 R + J_i + 1 R (R\ + Ri) + R\R 2 

\K 1 Kl) 
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4 Circuits linéaires en régime permanent 
VRAI/FAUX 

| Méthodes des mailles et des nœuds : 

□ V XI F a. Si un circuit comporte 3 mailles indépendantes et deux nœuds, il vaut 
mieux appliquer une méthode des mailles. 

I On essaie toujours de choisir la méthode donnant les calculs les plus simples. Ici, une 
méthode des mailles nécessitera d’écrire et de résoudre un système de trois équations à 
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trois inconnues, ce qui est beaucoup plus compliqué que l’utilisation d’une méthode des 
nœuds (ici, deux équations si les nœuds sont indépendants, voire une seule si le circuit est 
formé de branches en parallèle entre ces deux nœuds). 

□ V 09 F b. Quand on choisit une méthode des nœuds, les inconnues sont les inten¬ 
sités des courants. 

Quand on met en œuvre une méthode des nœuds, on écrit des « lois des nœuds en tension », 
c’est-à-dire que dans chaque loi des nœuds les intensités des courants sont exprimées en 
fonction des tensions aux bornes des dipôles. 



Équivalences et associations de générateurs : 


□ V $ F a. Il est toujours possible de transformer les générateurs de tension en 
générateurs de courant, ou réciproquement. 


Il peut y avoir équivalence entre un générateur de tension et un générateur de courant si ce 
sont des générateurs « réels », c'est-à-dire s’ils possèdent une résistance interne non nulle 
et non infinie. Une source de tension (U = E quelle que soit l’intensité) ne peut pas être 
remplacée par une source de courant (I = Jy quelle que soit la tension). 

J9 V DF b. Les associations « parallèles » sont plus commodes à traiter en choisis¬ 
sant le modèle de Norton. 


En effet, le modèle de Norton, constitué d’une source de courant en parallèle sur une résis¬ 
tance, permet de traiter les associations parallèles suivant des lois simples, puisqu’alors les 
courants électromoteurs et les conductances s’ajoutent. 


3 


Théorème de superposition : 


□ V 39 F a. Pour appliquer le théorème de superposition, on éteint un par un chacun 
des générateurs. 


I Non, on garde un par un chacun des générateurs, les autres étant remplacés par leur 
résistance interne. Attention, c’est une erreur souvent rencontrée ! 

□ V $ F b. Pour éteindre une source de tension, on la débranche. 


Il faut la court-circuiter, c’est-à-dire la remplacer par un fil. Un générateur de Thévenin, 
constitué d’une source de tension en série avec une résistance, sera alors remplacé par sa 
résistance interne. 

39 V DF c. Pour éteindre une source de courant on la débranche. 


I Ceci a pour conséquence qu’un générateur de Norton sera lui aussi remplacé par sa résis¬ 
tance interne. 
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QCM 


| Méthode des mailles : les générateurs sont en représentation de Thévenin. Écrire deux 
lois des mailles faisant intervenir i et i\. 

$ a. E i = r\i\ + Ri □ b. r 2 J 2 = r 2 i\ + (R - ri) i 


□ c. Ei - r\i\ - Ri $ d. r 2 J 2 = r ii\ 


On transforme le générateur de Norton en 
générateur de Thévenin et on satisfait à la 
loi des nœuds en A. 


(R + ri) i 



B 


Maille 1 : les résistances r\ et R sont en convention générateur dans le sens de parcours 
arbitraire choisi sur la figure, la source de tension est dans le même sens que le sens de 
parcours. La loi des mailles s’écrit donc : E\ - r\i\ - Ri = 0. 


Maille 2 : la résistance r 2 est en convention générateur dans le sens de parcours arbitraire 
choisi sur la figure, la résistance R est en convention récepteur, la source de tension est 
dans le même sens que le sens de parcours. La loi des mailles s’écrit donc : 
r 2 J 2 - n(i\ ~ i) + Ri = 0. 



En déduire le courant circulant de A à B à travers la résistance R. 


r 2 E i + r\r 2 J 2 
r\ r 2 + nR + r 2 R 


. r \r 2 J 2 - r 2 E\ 

□ b. / =- 

r x r 2 + nR + r 2 R 


r 2 E\ - nr 2 J 2 
r\r 2 + r\R + r 2 R 


. ~r 2 E\ - r\r 2 J 2 

□ d. i = - - 

r\r 2 + r\R + r 2 R 


On combine les relations précédentes pour éliminer i\ : par exemple on multiplie la pre¬ 
mière par r 2 et la deuxième par r\ et on soustrait. 


On obtient alors i = 


r 2 E i - rir 2 J 2 
r\r 2 + r\R + r 2 R' 



Méthode des nœuds : les générateurs sont en représentation de Norton. Écrire la relation 
vérifiée par la tension Uab (loi des nœuds en tension). 11 sera pratique d’introduire les 
1 1 1 

conductances : G = —, g i = — et g 2 = —. 

R ri r 2 


□ a. g\E\ + J 2 - (G + g\ + g 2 ) Uab 

b. g\E\ - J 2 = (G + gi + gi) Uab 

r 0 Oc. J 2 — g\E\ = (G + g i + g 2 ) Uab 

□ d. g\E\ - J 2 = (G - g\ - g 2 ) Uab 
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En écrivant que la somme de courants arrivant en A est égale à la somme des courants qui 
repartent, on obtient la relation : g\E\ - g\ Uab = GUab + Ji + giG ab- 

Le circuit étant à structure parallèle, cette méthode est préférable à la précédente. 


En déduire la tension JJab puis le courant dans la résistance R. 


□ a. Uab - 


□ c. i = G 


Çf\E\ + Ji 
G + g\ + g 2 

g\E\ + Jo 
G + gi + gi 


$ b. Uab - 
[3d. i = G 


g\E\ - Ji 
G + g\ + gi 

g\E\ - Jo 


G + g\ + gi 


La tension Uab s’obtient directement à partir de la relation précédente, puis on multiplie 

Ç\E\ — J 2 

par G pour obtenir le courant soit : ; = G— -—. On pourra vérifier que le résultat 

G + g\ + gi 

est similaire à celui de la question 5 en multipliant le numérateur et le dénominateur de la 
fraction par le produit Rr\n. 


Remplacer les deux générateurs par un générateur de Norton équivalent (orienter la 
source de courant de B vers À). 


A 

1 



> 


R 


'S 

J eq 





U AB 


B 


£3 a. J e q — + J 2 

r\ 

-n> , no 

^1 b. l'f.q — 

n + o 

„ E \ 

C. J e q — J2 

r\ 

no 

r\ ~ O 


—I d. 0(7 — 


En partant du schéma de la question 7, on associe en parallèle les deux générateurs de 
Norton; les courants électromoteurs sont en sens opposés donc J eq = g\E\ - Jo et les 

conductances internes s’ajoutent : g eq = — = g\ + g 2 - 


Utiliser un diviseur de courant pour déterminer l’intensité dans la résistance R. 


. -o£j + no-^2 

□ a. ; =- 

no + r\R + r 2 R 

. o£j + no^2 

□ c. ; =- 

no + nR + r 2 R 


□ b. 


. _ oE't + no/2 

r\r 2 + o R + r 2 R 

. oEi - no^2 

^1 d. ; = - 

no + >'] R + r 2 R 


Le courant J eq se partage entre les conductances G et g eq en parallèle donc 
G G {g\E\ - JA 

= —--— ; on remplace ensuite en fonction des données de départ. 


geq + G 


g\ + gi + G 
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Éteindre le générateur de Thévenin et déterminer l’intensité ï circulant de A à fi dans la 
résistance R. 

RJi 


□ a. i' = 

$ c. i' = 


nr 2 + r\R + r 2 R 
-r\r 2 J 2 

nr 2 + r\R + r 2 R 


□ b. i' = 

□ d. i' = 



ri +R + r 2 

-rj 2 

r\ + R + r 2 


Quand on court-circuite la source de ten¬ 
sion, la résistance r\ se retrouve en paral¬ 
lèle sur R et r 2 . On obtient grâce à un divi¬ 
seur de courant la relation : 

G ■ (-h). 


gi+ g 2 + G 


Il faut faire attention aux orientations contraires de i' et J 2 d’où le signe « - » 
dans l’expression. 


Éteindre le générateur de Norton et déterminer l’intensité i" dans la résistance R. 

REi 

n C n+R+ r 2 ) 

-RE\ 


$ a. i 

„ _ r 2 E\ 

□ b. 

r\r 2 + r x R + r 2 R 

□ c. ï 

,, _ —r 2 E\ 

□ d. 


r\r 2 + r\R + r 2 R H (ri + R + r 2 ) 

En représentant le générateur de gauche en modèle de Norton, le schéma du circuit devient : 

A _ 



R 


La situation est similaire à celle de la 
question précédente, mais avec des cou¬ 
rants dans le même sens d’où : i" = 

G r '2 £ i 

( g\Ei ) 


g\ + gi + G 


nr 2 + r\R + r 2 R 


B 


En déduire le courant dans la résistance R en présence des deux générateurs. 


□ a. i- 


□ c. i = 


r 2 E\ + nr 2 J 2 
r\r 2 + /'i R + r 2 R 

R(Ei - nj 2 ) 
r\(r\ + R + r 2 ) 


^1 b. i - 


□ d. i = 


r 2 Ei - r x r 2 J 2 
r x r 2 + r x R + r 2 R 

R(Ei + nj 2 ) 
n(n + R + r 2 ) 


D’après le théorème de superposition, on somme les deux résultats précédents pour obtenir 
le courant i : i - i' + i”. 
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Calculer la tension U' AB quand on garde le générateur de droite allumé, puis la tension 
U AB quand on garde le générateur de gauche allumé. 


□ a. U\ r = 


Æ b- U AR - 


Æ C - U AB ~ 


2 (R + r ) 


□ d. U'L = 


2 (R + r) 


Quand seule subsiste la source de tension de droite, le circuit se ramène au schéma suivant : 

E 

- En effet les deux résistors R sont alors en 

R 

I parallèle et équivalents à une résistance — 

R et de même, les deux résistors rsont équi¬ 
pe r 

^ V r valents à une résistance -. Grâce à un di- 

2 2 

i———i fi . Er 

I-1 * viseur de tension, U AB = -—. 


Quand seule subsiste la source de tension de gauche, le circuit se ramène au schéma sui- 



avec R\ correspondant à l’association en 
parallèle de deux résistances r et d’une ré¬ 
sistance R. Grâce à un diviseur de tension, 
on obtient : 


U'' = 


R,+R 


/1 2 
1 +R - + - 
\R r 


2+ 2R 2 {R + r) 


Calculer le courant circulant de A à B dans la résistance r. 


□ a. i - 


2 (r + R) 


$ b. i - 


2{r + R) 


□ c. i = 


□ d. i = 


Er Er 

Par superposition, la tension Uab est égalé a U AB + U AB = -— - —-—. 

Le courant circulant de A à B dans la résistance r est, en convention récepteur, égal à 
. U ab E 

' r 2 (r + R)' 
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Transformer le circuit initial en faisant apparaître deux générateurs de Norton et en dé¬ 
duire le courant k circulant de C à D. 


□ a. 


E (2 r + R) 
2 r(R + r) 


□ b. 


E (2 R + r ) 
2 r(R + r) 


c. k = 


E (2 R + r ) 
2 R (R + r) 


□ d. 


E (2 r + R) 
2R (R + r) 


Le circuit devient après transformation : 

C 


En effet, les deux résistances r en parallèle 

r 

peuvent être remplacées par — et les géné¬ 
rateurs de Norton sont tous les deux bran¬ 
chés entre les points C et D. 


Par un diviseur de courant, k = 



E (2 R + r) 
R(R + r) ' 



5 Circuits linéaires en régime transitoire 


VRAI/FAUX 



Conditions initiales 


□ V $ F a. Pour déterminer les constantes d’intégration lors de la résolution de 
l’équation différentielle d’un circuit comportant un condensateur et une bobine, on uti¬ 
lise la continuité de l’intensité du courant dans le condensateur. 


La grandeur considérée comme continue en électrocinétique est l’énergie (on néglige la 
quantification de la charge qui en réalité est toujours multiple de la charge élémentaire). 

1 ? q 2 

Or l’énergie emmagasinée dans un condensateur est de la forme Wc = —Cm = — où 


«désigne la tension aux bornes du condensateur et q sa charge. Ce sont la tension et la 
charge du condensateur qui sont continues et qui permettent d’écrire les conditions ini¬ 
tiales. L’intensité, qui est la dérivée de la charge, n’est en général pas continue. 


$) V DF b. Pour déterminer les constantes d’intégration lors de la résolution de 
l’équation différentielle d’un circuit comportant un condensateur et une bobine, on uti¬ 
lise la continuité de l’intensité du courant dans la bobine. 


L’énergie emmagasinée dans une bobine étant de la forme Wj = -Lr et étant continue. 


l’intensité est elle-même continue. 
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Circuits d’ordre 1 en régime libre 

$) V DF a. Un circuit comportant en série une résistance R et un condensateur de 
capacité C a pour temps caractéristique r = RC. 

dq duc 

La loi des mailles de ce circuit s’écrit ur + uç = Ri + uç = 0 avec i = — = C - en 

dt dt 

„duc 

convention récepteur soit RC -1- uc = 0. 

dt 

duç 1 

En divisant par RC on obtient —-—I— —uç = 0. 

dt RC 

La solution d’une telle équation est de la forme uc(t ) = A'exp j où k est une constante 
dépendant des conditions initiales. 

Le temps caractéristique est le coefficient apparaissant au dénominateur dans l’exponen¬ 
tielle : r = RC et uç(t) = k exp |—j ; ce coefficient est représentatif de la rapidité d’évolu¬ 
tion du circuit. Plus il est grand, plus la tension varie lentement. 

duc i^c 

Finalement, l’équation différentielle sous forme canonique est : —— H -= 0. 

dt t 

□ V 33 F b. Un circuit comportant en série une résistance R et une bobine idéale 
d’inductance L a pour temps caractéristique r = —. 

di 

Dans ce cas la loi des mailles de ce circuit s’écrit ur+ur = Ri+L —. Mettons-la directement 

dt 

di R di i 

sous forme canonique en divisant par L : — H —i = 0 qui est de la forme — H— = 0 à 

dt L dt t 

L 

condition de poser r = —. 

L 

On remarque au passage que — et RC ont la dimension d’une durée, ce qui est un moyen 

R 

de vérifier l’homogénéité des expressions. 


| Circuits d’ordre 2 en régime libre 

□ V ^ F a. Un circuit comporte en série une résistance R réglable, un condensateur 
de capacité C et une bobine idéale d’inductance L fixes. Une grande valeur de R permet 
d’observer des oscillations de la tension aux bornes du condensateur. 

La loi des mailles du circuit conduit à l’équation différentielle : 

r ^d 2 u c _ du c 

LC —t- + RC —-— + u c — 0- 

dt 2 dt 

L’équation caractéristique associée a les mêmes coefficients : LCx 2 + RC.x +1=0. 

La forme des solutions dépend des racines x de l’équation caractéristique : si elles sont 
complexes (cas d’un discriminant négatif) cela correspond à une solution du type oscilla¬ 
toire amorti. 
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Or le discriminant est A = ( RC) 2 - 4LC. Il est négatif pour RC < 2 VLC donc la condition 
est R < 2 

V DF b. Le régime permanent est atteint au bout d’un temps minimum si la 

résistance a pour valeur R = 2 

Cette valeur de R , que l’on appelle résistance critique, correspond à l’annulation du discri¬ 
minant du polynôme caractéristique. C’est précisément pour cette valeur que la variation 
de uc est la plus rapide. Pour R > Rc, il n’y a pas d’oscillations et le retour au régime per¬ 
manent est plus long (régime apériodique). Pour R < Rc , d’après la question précédente, 
le régime est oscillatoire amorti (régime pseudo-périodique). 




QCM 


| Un circuit série comporte une source de tension E, une résistance R et un condensateur C 
ainsi qu’un interrupteur : 


R 



À l’instant t = 0 où on ferme l’interrupteur le 
condensateur est chargé (charge qo). Le courant 
Ht) circulant dans le circuit est alors : 



En écrivant la loi des mailles on obtient l’équation différentielle du circuit 

du 1 1 I t\ 

- 1 - u — —E et en posant r = RC, la solution est de la forme u(t) = k exp — + E. 

dt RC RC V t) 



À ne pas oublier la solution particulière up = E, qui est du même type que le 
second membre, une constante ici. 


Les conditions initiales sont à appliquer à la solution complète de l’équation. 

qo 

D’après ces conditions initiales, qo = Cu( 0) = C(k + E) d’où k — — — E. Le courant i(t) 

, , . „ . dq du ! k j t 

s obtient apres dérivation : i = — = C— = C I — exp — 

dt dt \ t V r 


Finalement i(t) = (CE - qo) 
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Un circuit série comporte une source de tension E, une résistance R et une bobine assi¬ 
milable à une résistance r en série avec une inductance pure L ainsi qu’un interrupteur. 
R 



À l’instant t - 0 on ferme l’interrupteur. Le cou¬ 
rant Ht) circulant dans le circuit est alors : 


□ b. Ht) =- -(l-e^) 

r + R ' > 


r + R 

E -Hr+R) E / -l(r+R) \ 

a c. i)t) = —^e t $ d. i{t) = — — [l - e 1 j 


r + R 


r + R 


di 

La loi des mailles du circuit est : E = Ri + ri + L —. On divise par L et on pose 

dt 

L E di i 

t = -pour obtenir : — =- 1 —.La solution générale de l’équation est de la forme 

r + R L dt t 

tE . t\ tE 

i(t) = -h k exp — , et le courant étant continu dans la bobine, ht - 0, ;(0) = 0 =-1- k 

L \ t ) L 

tF F 
donc k = - 


r + R 


Un circuit série comporte une source de tension E, une résistance R et une bobine assi¬ 
milable à une résistance r en série avec une inductance pure L ainsi qu’un interrupteur. 
À l’instant t = 0 on ferme l’interrupteur. La tension aux bornes de la bobine u(t) est 
alors : 

-++R) 


□ a. u{t) = Ee~ 

_ E/ —t(r+R) 

C. u(t) = -— ( r + Re L 


□ b. u{t) = Ee~ 


r + R 


—t(r+R) RE -tR 

r + Re L □ d. u(t) — - -e 1 


r + R 


La tension aux bornes de la bobine, compte tenu de sa résistance r, est 

“(')= l t, + "■ = “ p (t) +r [f + (-7BM7) 

Après simplification 


E I —f(r+R) 

donc uit) = - [r + Re L 

r + R 


u(t) = E exp ^—j 

/ -K r+R) \ 

I r + Re L J. 


+ r 


r + R 


(-7T5)“ p (t) 
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| | Un circuit parallèle comporte une source de courant J, une résistance R et un condensa¬ 
teur C ainsi qu’un interrupteur. 


À l’instant t — 0 où on ouvre l’interrupteur K 
C le condensateur est déchargé. La tension u(t) 
aux bornes de la source de courant est : 


□ a. u(t) = JRe RC $ b. u(t) = JR{ \ - e RC ^j 

□ c. u(t) = -JRe w □ d. u(t) - JR(e w - l) 


J 




R 


du u 

Grâce à une loi des nœuds, J - C -1— 

dt R 

est de la forme u(t ) = JR + 


fcexp^—j. 


. En divisant par C et en posant r = RC la solution 


La tension est continue aux bornes du condensateur donc à t — 0, comme le condensateur 
est déchargé, u( 0) = 0 = JR + k. 

En reportant dans la solution générale, on obtient u(t ) = JR ( 1 - e w j. 



Un circuit série comporte une source de tension E, une résistance R. un condensateur C 
et une bobine de résistance négligeable assimilable à une inductance pure L ainsi qu’un 
interrupteur. 



$ c. Qo = ^ ^ Od. ôo = Æ 


À l’instant t — 0, le condensateur est déchargé, 
on ferme l’interrupteur. Ecrire l’équation diffé¬ 
rentielle vérifiée par la tension aux bornes du 
condensateur u(t) et la mettre sous forme cano¬ 
nique ; en déduire l’expression de la pulsation 
propre ojq et du facteur de qualité Qq. 


d 2 u c du c 

La loi des mailles du circuit conduit à l’équation différentielle : LC —— +RC - \-u c = E. 

dt 2 dt 

„ . d 2 u c R du c 1 E 

En divisant par LC on obtient la forme canonique —— H --—i— —u c = ——. On pose 

dt- L dt LC LC 


1 


u>0 


R 


1 


alors «a = — et — = — soit a>n = — et On = - = 

U t si i u t rt 


LC Qo 


LC 


Lcoo L 1 . _ 

- = -- = -, - dou 

R RyfLC RVC 


d~u c a>o du , 


H——-;— + OJ 0 U C — CüftE. 


dt 2 Qo dt 
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Dans cette question et les suivantes, le circuit est celui décrit à la question 8. Écrire 
l’équation caractéristique puis déterminer la valeur du facteur de qualité correspondant 
au changement de type de réponse du circuit. 


□ a. Q 0 = 1 


□ b. Qq = 2 


Qo = \ 


a d. Qo = 4= 
V2 


À partir de la forme canonique de l’équation différentielle, on obtient l’équation caracté- 

y CÜQ y 

ristique : .y” + —x + ai g =0. Suivant que les solutions de cette équation sont réelles ou 
complexes la réponse du circuit change de forme. 

/ OJQ \ 2 

Ceci dépend du signe du discriminant A = I — 1 - 4 wq. 

Le changement de signe de A a lieu pour Qq-—. 


Soit Q o = 0,25. Calculer les racines de l’équation caractéristique et en déduire la forme 
de u(t) (a et p sont des constantes). 


□ a. u(t) = ae" 0(2+V3) ' + 


□ b. u(t) = E + ae OJo(2+ ^ + pe^ 2 ' ^ 


H c. u(t ) = ae- Wo(2+ ^ + p e - Wo(2 - ^ £1 d. u(t) - E + ae -" o(2+ ^ + pe^ a ~ ^ 


Pour cette valeur de Qo, A = (4«o) 2 - 4 wq = 12o>q > 0, donc les racines sont réelles. Elles 
ont pour valeurs xi = ùjq (-2 - VÜ) et X 2 = too (-2 + VÜ). 

La solution générale de l’équation différentielle est alors u(t) = E + ae Xl ' + f3e Xl '. Là encore, 
ne pas oublier la solution particulière de l’équation différentielle. 

| Soit Qo = 0,25. En tenant compte des conditions initiales, déterminer a et /j. 


a. a = E\ -L - i 


□ b. a - E | —— + ^ 
V3 2 


= ad - /,=£ (^ + î 


Les conditions initiales sont, puisque le condensateur est déchargé au départ et que le 
courant est nul, u( 0) = 0 et /(0) = 0. Ces deux grandeurs sont continues puisqu’il s’agit de 
la tension aux bornes du condensateur et de l’intensité dans la bobine. La solution étant de 
la forme u(t ) - E + ae~" o(2+ + /?e~ Wo(2_ ^' on obtient m(0) = 0 = E + a+ /3 et après 

I du\ 

dérivation /(O) = 0 = C | — = C (a.x\ + plx 2 ). 

! t =0 


dt 


La deuxième relation revient à : a (-2 - V3) + P (-2 + V 3 ) = 0 
ou encore 2 E + yf3(J3 - a) — 0. 
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Le système à résoudre est donc : 

1 1 

a — Ey - 

dont la solution est •! 


a + fi = -E 
2 E 

a - fi - 


V3 


a — E. 

\V3 2 

I 1 1 

Mv! + 2 

On peut vérifier en reportant ces résultats dans u(t) et i(t) que l’on retrouve bien les condi¬ 
tions initiales. 


Soit Qo = 0,5. Sous quelle forme faut-il chercher u(t) ? 

□ a. u(t ) = a + fite~ w °' □ b. u(t ) = a + fite^ 0 ' 

33 c. u(t) - E + (a + fit) e~ w ° f □ d. u(t) = E + (a + fit) e w °‘ 

Dans le cas où le discriminant de l’équation caractéristique est nul, il y a une seule racine 

OJq 

xq = -= —ûjo et la solution de l’équation homogène prend la forme 

2 <2o 

unit) = (a + fit) exp (jcqO = (a + fit) exp (-o»o t). 

On peut facilement vérifier que cette expression satisfait à l’équation différentielle homo¬ 
gène pour Qo = 0,5. 

En ajoutant la solution particulière constante, u(t) = E + (a + fit) e - " 0 '. 


Soit Qo = 0,5. En tenant compte des conditions initiales, déterminer u(t). 

□ a. u(t) = E (g-" 0 ' - l) - cjotEe- 100 ' [8 b. u(t) = E (l - e - " 0 ') - w 0 f£e~"°' 

□ c. u(t) = E ( 1 - o)ote ~ w ° f ) □ d. u{t) - E ( 1 + ü)q 

Les conditions initiales sont toujours les mêmes. Elles conduisent au système : 


u{t) = 0 - E + a 


du 


donc 


i(t) = 0 = C — =C(fi- a> 0 a) 

dt l , =0 


fa = -E 

I fi = cooa = -Eco o 


Soit Qo = 1. Calculer les racines de l’équation caractéristique et en déduire la forme de 
u(t) (a et tp sont des constantes). 


□ a. u(t) = ae 2 cos 


V3«o t ^ 

— --+p 


□ b. u(t) = ae 2 cos 


V3wo t ^ 

— + * 


c. u(t) - E + ae 2 cos 


y/3 a>o t ^ 

— + « 


□ d. u(t) - E + ae 2 cos 


V3wo t ^ 
—^+‘P 
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f 


Dans ce cas le discriminant est négatif : À = 0 Jq - 4wq = -3o»q < 0, donc les racines sont 
complexes. Elles ont pour valeurs x\ = (—1 + j VT) et X 2 = (—1 — j VT). 

La solution unit) de l’équation homogène se met alors sous la forme 

VT t 


UHit) = crexp 


' —coot 

- c 

2 


•<P 


et on lui ajoute la solution particulière constante up = E. 


Soit Qo = 1. En tenant compte des conditions initiales, déterminer a et tp. 


□ a. ip = 


b. i p - 


5n 

2 " T ~6 
D’après les conditions initiales, 


^1 c. a — 


2 E 

VT 


□ d. a - 


VT 


( u(t) = 0 - u(t) — E + a cos (ç>) 



/ du\ 

i(t ) = 0 = C I — = Ca 

\ dt ),=o 

(-^) C °S (<p) - 

VTmo . 

2 sin (<p) 

» ■ 


a cos (<p) = -E 
E 


a sin ((p) - 


VT 


On choisit de prendre a positif, alors a - E \/1 + 
sions au carré et en les sommant). 


1 


2 E 


Enfin en remplaçant a par sa valeur : 


3 VT 
VT 


(en élevant les deux expres- 


C0S(Ç>) = 5 7T 

. x donc p = — a 27 t près. 
... t 6 

sm {ip) = - 


Un conseil : dans tous les cas, penser à vérifier à la fin du calcul que les solutions obtenues 
vérifient bien les conditions initiales. 


6 Circuits linéaires en régime sinusoïdal 


VRAI/FAUX 



Valeurs efficaces 


^1 V DF a. La valeur efficace complexe associée à la somme de deux tensions si¬ 
nusoïdales de même pulsation est égale à la somme des valeurs efficaces complexes de 
chaque tension. 

Soient deux tensions sinusoïdales u\(t) et iMt) : 

u\(t) = U\ VTcos(wf + ip\) est la partie réelle de u\{t ) = U\ VTe-' ( “ ,+v,l) = U\ Vre 7 "' en 
posant U i = U\e m la tension efficace complexe associée à u\(t). 
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De même, mit) = U 2 V2cos (a>t + <^ 2 ) est la partie réelle de U 2 (t) = U 2 V2e-'"' en posant 

£2 = U 2 e jlfl . 

Leur somme u(t) = u\(t) + U 2 (t) est la partie réelle de u\(t) + « 2 ( 1 ) que l’on peut mettre sous 
la forme L£ ^2e JÙ)t + £2 'Iïe iwt = (£± + £ 2 ) V2 e jwt donc U = £i_ +£ 2 - 

□ V $ F b. La valeur efficace réelle associée à la somme de deux tensions sinusoï¬ 
dales de même pulsation est égale à la somme des valeurs efficaces réelles de chaque 
tension. 

La tension efficace réelle étant le module de la tension efficace complexe, U = \u\ = 
|f/i + LL] n’est pas la somme des modules de U\ et U 2 (sauf cas particulier où u\ (t) et U 2 (t ) 
seraient en phase). 


Impédances 

$1 V DF a. L’impédance complexe d’un circuit (R,L,C) série est égale à 

1 


Z = R + j\Lu- — 

Les impédances en série s’ajoutent donc l’impédance complexe de l’association série 
résistance-inductance-condensateur est égale à Z = Z R + Zi + Zc avec Z R - R, Z L — jLoj 

1 _ — 

et Zr = 


jCùJ 


□ V ^1 F b. L’impédance complexe d’un circuit ( R,L,C) parallèle est égale à 


1 


— - F +j\Coj- — 


R 


1 


Llo 


Les admittances en parallèles s’ajoutent donc l’admittance complexe de l’association pa¬ 
rallèle résistance-inductance-condensateur est égale à Y = — = Y_ R + F/ + Y ( - donc 


Z = 


1 


dance. 


R + Loi) 


—. La formule proposée est celle de l’admittance et pas de l’impé- 



Circuits linéaires 


$1 V DF Les lois et théorèmes en régime sinusoïdal sont les mêmes qu’en régime 
permanent à condition de remplacer les résistances par les impédances complexes, et les 
intensités et tensions réelles par les intensités et tensions complexes. 


I C’est justement l’intérêt de l’utilisation des complexes en régime sinusoïdal forcé : on 
retrouve ainsi formellement toutes les méthodes vues en régime permanent. 


^1 V DF Soit un dipôle soumis à une tension sinusoïdale u(t) = U V2cos o>t et tra¬ 
versé par un courant d’intensité i(t) = / V2 cos (oit - <p) (convention récepteur). 
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2 n 

L’énergie reçue par ce dipôle au cours d’une période est Wt = — UI cos tp. 

U) 

La puissance instantanée reçue par le dipôle est P(t) = u(t)i(t). Il apparaît dans l’expression 
un produit de cosinus que l’on linéarise : P(t) = u{t)i{t) = UI (cos (2 a>t + tp) + cos tp). 
L’énergie reçue au cours d’une période est 

T T 

P P 2nUIcosip 

Wj = I P(t)dt - UI I (cos(2fatf + tp) + cos<p)dt — UIT cos tp — -(le premier 


terme en cosinus est de période — et donne une intégrale nulle sur un intervalle égal à deux 

W 

fois sa période). On retrouve que la puissance moyenne (P) = — est égale à UI cos tp. 

QCM 

j Soit le dipôle d’impédance complexe Z constitué d’une résistance K. d’un condensa¬ 
teur C, et d’une bobine d’inductance L , de résistance négligeable. 

R 


C 


O a. Z - 


R + jlü) 


1 - LCu) 2 + jRCcj 


„ R(\+jRCcü) . , r 

□ c. Z =-— + iLùj 

~ 1 + (RCcj) 2 


□ b . Z = 

$A. Z = 


Déterminer l’expression de Z. 
j R (LCor - l) 


1 — LCor + jRCto 
R 

+ jLu 


1 + jRCùj 

Les impédances complexes en série s’ajoutent : on a donc Z = Z L + Z\ = jLoj + Z\ en 
notant Z\ l’impédance du groupement parallèle condensateur-résistance. 

Or les admittances complexes en parallèle s’ajoutent donc 

1 1 1 + jRCu) 

— = Y\ =Y r + Y c = — + jCoj = -—-. 

Zj — K K 


Finalement, Z 


R 


1 + jRCoj 


■ jLu- 


Soit le dipôle de la question 5 constitué d’une résistance R, d’un condensateur C, et 
d’une bobine d’inductance L, de résistance négligeable, À quelle condition le déphasage 
est-il nul entre l’intensité qui le traverse et la tension à ses bornes ? 

R 2 C 

1 + (RCùj) 2 
1 + (RCo)) 1 



^!b. L = 

□ c. L= R 

□ d. L = 


ûj^I 4- (RCcoY^ 


Cor 
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Soit u{t ) = U V2cos (ait + ip) et i(t) = I V2cos(o;f). La tension efficace complexe et 
l’intensité efficace complexe sont liées par la relation U_ = Z/ avec Z = Ze Jip . Pour 
que le déphasage soit nul il faut que Z soit réelle donc en utilisant le résultat précédent, 

R 2 C 


^ R(1 - jRC(o) t , T T1C t R 2 Ccj 

Z = --—h jLoj. 11 faut que 


= Llü donc L 


- Alors 


1 + (RCoj) 2 " .' 1 + (RCoj ) 2 ' 1 + (RCoj ) 2 

Z =-- : l’impédance est réelle et positive, le courant et la tension sont en phase. 

“ 1 + (RCoj) 2 


Un circuit série comporte une source de tension sinusoïdale e(t ) - eVÏ cos ojt, une 
résistance R et un condensateur C. 

R 

i(t)\ 

Déterminer la valeur efficace du courant 
I u(t) i(t ) = / V2cos(wf + tp) circulant dans le circuit. 


FC/i) F i - 

a. / = , □ b. / = - Vl + (RCu>) 2 

V 1 + (RCoj ) 2 R 



Oc. / = - ECu i Od. /= |(l +(RCùj) 2 ) 

n ' ' 


1 + ( RCu)) 2 


L’impédance complexe de l’association série résistance-condensateur est égale à 

1 

— “ jCto 

jCu>E 


Z = Z R +Zç — R + ——. L’intensité efficace complexe / = / e Jif est liée à la tension efficace 


E E 

complexe E — E par la relation I = — = -, - 

— R + jèùi J c " R + l 
I i CojE 

est le module de cette expression donc / = |/| = 


. L’intensité efficace réelle 


V(CwÆ) 2 + 1 


Un circuit série comporte une source de tension sinusoïdale e(t) = eVÏ cos u>t, une 
résistance R et un condensateur C. Soit cp le déphasage du courant i(t) = 1 V2 cos(cuï + <p) 
par rapport à la source de tension. 

1 


□ a. tan ip = -RCoj 


$) b. tan ip = 


RCtu 


^1 c. i(t) est en avance sur e(t) □ d. e(t) est en avance sur i(t) 


E I 

I = le 12 = -— que l’on peut aussi écrire / 


-]<p 


R + 


-— donc - 

e~ J * R-J- I 


R -L 

Cw 


jCù) ' v Cü) 

.... . RI I 

donc en séparant partie réelle et partie imaginaire on arrive à cos p = —et sin (p - — - 

E Cu>E 

1 

soit tan w = -. 

Y RCcj 
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Dans l’expression i(t) = I V2cos(wf + tp), ip représente l’avance de phase de i(t) sur e(t). 

n 

Comme cos tp > 0 et sinçp > 0, 0 < tp < —. Le courant est donc réellement en avance sur la 
tension. 


Un circuit série comporte une source de tension sinusoïdale e(t) — E V2 cos ut , une 
résistance R et un condensateur C. Déterminer la puissance moyenne (P) fournie par la 
source de tension au reste du circuit. 

E 2 

R(l+(RCu) 2 ) 

R(CuE) 2 


□ a. (P) = 

(E) 1 

□ b. (P) 

CuR 2 (l + ( RCu ) 2 ) 

n c. (py = 

CuE 2 

£)d. (P) 

1 + (RC u) 2 


1 + (RCu) 2 


La puissance moyenne consommée dans l’impédance équivalente au circuit est de la forme 

E E E E 

(P) - El cos p = Re(Z)/ 2 . En effet Z = = = —y = —e~ 2<f = y (cos tp - j sin tp) donc 
r ( CojE) 2 


Re(Z) = — cos <p. Ici Re(Z) = R et /" - 

/ “ (CùjR) 2 + 1 

, . , R(CcoE) 2 

on obtient (P) = 


En remplaçant dans (P) = Re(Z)/“ 


1 + ( RCco ) 


2 ' 


Un circuit parallèle comporte une source de courant sinusoïdale j(t) = ./ V2 cos (ot, une 
résistance R, un condensateur C, une bobine d’inductance L et de résistance négligeable. 


J( f ) 1ô 


R 



Déterminer la valeur efficace de la tension 
u(t) u(t) = U V2 cos(wt + tp) aux bornes du cir¬ 
cuit. 


□ a. U - J \ -rr + \ Ccj - — 

V R 2 \ Llü 


□ c. U = 


J 


R 2 + Lu 


Cu 


□ b. U = Jx\R 2 + \Lu - 

Cu 


$d. U = 


J 


1 / 1 
W + \ Ct °~üj 


Les dipôles sont en parallèle, leurs admittances complexes s’ajoutent donc 

Y = Yr + Yl + Yc = — 1 -H jCu - — 1 - jlcu -). La tension efficace complexe est 

— — — — R jLu R \ Lu ) 

J J 

égale à U — Z J = — =---- et la tension efficace réelle est le module de U. 

B ~ ~ Y 1 / 1 


R +j \ Cu) Lu 
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On reprend le circuit de la question 10. Soit f le déphasage de la tension 
u(t) - U V2 cos (ojt + f) par rapport à la source de courant LCur > 1. 


$ a. tan ip =- RCa> 

Lu 


, Lcü 1 

□ b. tan if =- 

R RCu) 


□ c. u(t) est en avance sur j(t) ^1 d. j(t) est en avance sur u(t) 


À partir du résultat de la question 10, U_ — Ue Jlp - 


U 


e-"L + j {cco-±) 


donc 


- K 

J 


1 ./ 1 

— + j Cu) — — 
R J \ Lu) 


En séparant partie réelle et partie imaginaire. 


U 

cos w = — > 0 
r RJ 

U (r 1 

sinizi =- Cu) - 

Y J \ Lu> 


donc tanc? = —R [Coi -. Comme cos œ >0, — <«?< — ; si LCuf > 1. tancp < 0 

\ Lu) ) 2 2 

donc —— < if < 0 alors que if représente l’avance de u(t) sur j(t). On en conclut que j(t) 

est en avance sur u(t) si LCur > 1. 


12 


Soit un circuit (R, L, C ) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u(t ) = U V2cos u)t de pulsation réglable. 



□ a. 11 y a une résonance d’intensité si la résistance est suffisamment petite. 

□ b. Il y a une résonance d’intensité si la résistance est suffisamment grande. 
$ c. Il y a une résonance d’intensité quelle que soit la valeur de la résistance. 

£)d. Il y a une résonance d’intensité pour la pulsation u> = -. 

VZc 


L’impédance complexe de l’association série résistance-inductance-condensateur est égale 

1 

a Z — Z™ + Zi + Zç — R 4- jLu) +-. 

" — — jCco 
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L’intensité efficace complexe est / 


U 


U 


Z ( 1 


et l’intensité efficace réelle 


est donnée par / = / = 


U 


IR 2 + l Lu - —— 
Cu 


On parle de résonance si l’intensité passe 


par un maximum pour une valeur particulière de la pulsation. Or ici l’expression sous la 
racine est la somme de deux termes positifs, le premier indépendant de u, le deuxième 

s’annulant pour Lu = -. Le dénominateur prend alors sa valeur minimale et l’intensité 


Cu 


1 


efficace est maximale, il y a donc résonance pour u“ = —. La valeur de l’intensité à la 


U 


LC 


résonance est 7 max = —. Il n’y a pas de condition sur la résistance pour observer cette 


résonance. 


Soit un circuit (R, L , C ) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 

u(t) = U y2 cos ut de pulsation réglable. Si L et C sont fixées et que l’on fait varier R : 

□ a. La résonance d’intensité est d’autant plus aiguë que R est grande. 

$1 b. La résonance d’intensité est d’autant plus aiguë que R est petite. 

R 

$ c. La largeur de bande passante est donnée par Au = —. 


□ d. La largeur de bande passante est donnée par Au = ——. 

RC 


La bande passante correspond à l’intervalle [u\,U 2 \ des pulsations telles que l’intensité 
soit au moins égale à la valeur maximale divisée par v2. En appliquant cette définition, 

on obtient l’équation V2 R = \ R 2 + \Lu -) pour les deux pulsations limites oj\ et 

\ \ Cu 


appelées pulsations de coupure, u i et oji vérifient donc la relation R = Lu - 

Cu 


donc R — ± Lu 


Cu 


. Cette expression revient à écrire deux équations du second de¬ 


gré sur u : LCu 2 + RCu - 1 = 0 et LCu 2 - RCu -1=0. Ces deux équations ad¬ 
mettent chacune une racine positive et une racine négative et elles ont le même discrimi¬ 
nant égal à A = (RC) 2 + 4 LC. Seules les racines positives ont une signification physique. 

^ J -RC+ VÀ RC+ VÀ , , 

On obtient donc u \ = - ww, -et «2 = — ww ,— • La largeur de bande passante vaut 


2 LC 


2 LC 


. R 

Au - U 2 — u\ = —. 

On dit que la résonance est aiguë si la bande passante est étroite, il faut donc que Au soit 
petite : la résistance doit être faible. 
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Soit un circuit (R, L, C) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u(t ) = U V2coswf de pulsation réglable. 

£)a. Il y a une résonance de charge si la résistance est suffisamment petite. 

□ b. Il y a une résonance de charge si la résistance est suffisamment grande. 


1 R 2 

$) c. Il y a une résonance de charge pour la pulsation u> - \/ - —-. 


R 2 1 

□ d. Il y a une résonance de charge pour la pulsation a> = y ^ - -jj:- 

La charge du condensateur est proportionnelle à la tension uc à ses bornes ; or 
U U 

Ur = Zrl = - r -:-TT = -;- et la valeur efficace corres- 

— — jCio[R + j(Lù>-±;)] 1 - LCoj 2 + JRCüj 

I I U° 

pondante est I U A = — . Pour déterminer s’il y a résonance, il faut 

yj(l - LCoj 2 ) 2 + (RCoj) 2 

étudier le dénominateur. Soit f(a>) = (l - LGar 'j + ( RCa> ) 2 . 

En dérivant : 

f(oj) = -4LCoj(l - LCto 2 ) + 2tu (RC) 2 = 2 tu {(RC) 2 - 2LC(l - LCar )) . 

2 R 2 C 

La dérivée s’annule pour co — 0 et pour LC or — 1 —. La deuxième possibilité n’existe 

f2L 

que si R < -J —. 

ZL 


Donc soit R > \l — : f(a>) ï* 0, le dénominateur est une fonction croissante de a> et Uc 

une fonction décroissante de w : il n’y a pas de résonance. 

[2Ï R^C R 2 C 

Soit R < -J — : f'(üj) < 0 pour LCoj 2 <1 ——— et f'(oj) > 0 pour LC or >1 ———. 

V U ZL( Z.L-J 

n 

Le dénominateur passe par un minimum pour a> = -y - —- et Uc est maximale pour 
cette valeur de co. Il y a alors résonance de charge. 


Soit un circuit (R, L, C) série soumis à une différence de potentiel sinusoïdale 
u(t) = U V2 cos ait de pulsation réglable. 

□ a. Il y a une résonance de puissance si la résistance est suffisamment petite. 

□ b. Il y a une résonance de puissance si la résistance est suffisamment grande. 

1 


$) c. Il y a résonance de puissance pour la pulsation a> = 


Vie' 


□ d. Il n’y a pas de phénomène de résonance de puissance. 
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La puissance moyenne reçue par le dipôle est (P) = Re(Z)/ 2 (voir question 9) avec 

1 

Z-Z„ + Zi+Zc-R + jLco H-donc (P) = RP. 

~ — — jCu> 

La résistance ne dépendant pas de la pulsation, la puissance est maximale quand l’intensité 
est maximale : la résonance de puissance coïncide donc avec la résonance d’intensité et 

1 

comme elle, a lieu pour co = — -— quelle que soit la valeur de la résistance. 

Vie 


7 Quadripôles 1 


VRAI/FAUX 



Impédances d’entrée et de sortie 


□ V XI F a. L’impédance d’entrée d’un quadripôle dépend du générateur branché à 
l’entrée. 


Ue_ 

L’impédance d’entrée est le rapport Z e = — ; cette grandeur représente le comportement 

— 

du circuit vu par le générateur d’entrée, et ne dépend pas du générateur d’entrée, mais du 
quadripôle ainsi de ce qui est branché côté sortie. 


□ V XI F b- L’impédance de sortie d’un quadripôle dépend du dipôle branché côté 
sortie. 


L’impédance de sortie est l’impédance interne du générateur équivalent à l’ensemble qua¬ 
dripôle + générateur d’entrée ; cette grandeur représente le comportement du circuit vu par 
l’utilisateur, et ne dépend pas de ce qui est branché côté sortie, mais du quadripôle ainsi 
que du générateur d’entrée. 



Fonction de transfert 


□ V XI F a. La fonction de transfert d’un quadripôle ne dépend que de la structure 
du quadripôle. 


I Elle dépend également de ce qui est branché côté sortie : ce n’est pas une caractéristique 
intrinsèque du quadripôle. 

□ V XI F b- Une chaîne de quadripôle a pour fonction de transfert le produit des 
fonctions de transfert de chaque quadripôle pris individuellement. 


Si plusieurs quadripôles sont branchés à la suite les uns des autres, il y a bien une factorisa¬ 
tion des fonctions de transfert successives (H_ = Il\ * IP * /A...), mais pour le i e quadripôle 
Qi, Hj dépend de Q;, Q; + i. .. et du circuit d’utilisation. 
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Diagramme de Bode 

lu, 

□ V $ F a. Le gain en décibels d’un quadripôle est défini par GdB = 10 log 10 — 

\ U e 

où U e est la valeur efficace de la tension d’entrée et U s la valeur efficace de la tension 
de sortie. 

(U,\ 

Le gain en décibels défini à partir des tensions est G c ib = 20 log 10 I — I. Le gain en décibels 

(P s \ 

10 log 10 1 — 1. Le facteur 20 s’explique par 


pour les puissances, lui, est de la forme GpdB 
le fait que la puissance est reliée au carré de la tension efficace. 


J9 V DF b. L’argument de la fonction de transfert représente le déphasage entre 
l’entrée et la sortie. 

Soit u e (t) = U e V2 cos a>t et u s (t) = U s V2 cos (u>t + <p), où p est le déphasage de la sortie 

Us U s e j f 

par rapport à l’entrée. Alors la fonction de transfert est '■ H_ - — - ———. D’après cette 


U e 


U„ 


relation, ip est l’argument de H_. 

•J Bande passante : 

$1 V □ F La bande passante à - 3 dB est identique à la bande passante définie par le 

\h\ 

critère 

1-1 V2 
\h\ 

En effet, \h_\ > ~^L JX correspond à 20log 10 (|^|) > 20log 10 (|^| max ) - 101og 10 (2) et 
comme log 10 (2) » 0,3 l’inégalité revient à GdB > GdB max - 3. 

QCM 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 

1 


R 


a 



1 

c 




Us 


$a . H = 
□ b. H = 


1 + jRCoj 
jRC cj 


1 + jRCu) 

□ c. La pulsation de coupure à - 3 dB est u> c = RC. 

39 d. La pulsation de coupure à - 3 dB est a> c = —. 

RC 


Le courant de sortie étant nul, les deux dipôles sont en série et on peut utiliser un diviseur 

]h Zç 1 

de tension : — = ——— = t-t: -r en multipliant le numérateur et le dénominateur par 


Yç. Donc H = 


U e _ R+ Zç RYç_ + 1 
'U, ~ l 


! . jRCo) + 1 
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Le gain en décibels vaut GdB = H_ = 20 log 


10 


V1 + (RCùjf 


Sa valeur maximale est 

GdB max = 0 pour a) - 0 et, pour lj 


^,G,» = 201og 10 (-d= 


= -101og 10 (2) = -3 


Soit le circuit de la question 5. Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G,/b com¬ 
porte : 

□ a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente 20 dB/dec. 
b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente -20 dB/dec. 

□ c. Une asymptote de pente -20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Deux asymptotes horizontales. 


Si <sc —L GdB ~ 0 (asymptote horizontale) et si co » -L Q dB ~ 201og 10 
RC RC 


i 


V (RCto) 2 


donc GdB ~ -101og 10 (ÆCV) z = 201og 10 w c - 201og 10 a> qui est l’équation d’une droite 
puisque l’abscisse en coordonnées logarithmiques est Z = log 10 oj. Le gain en décibel chute 
de 20 dB à chaque fois que la pulsation (ou la fréquence) est multipliée par 10, ce qui est 
la définition d’une décade, d’où l’unité « dB/dec ». Ce circuit, qui laisse passer les basses 
fréquences (pour ai — 0, |//| = 1 ) et pas les hautes fréquences, est un circuit passe-bas. 

[ Si on pose u e (t) = U e V2cos œt et u s (t) = U s V2cos ( tut + tp), le déphasage tp vérifie : 

1 


□ a. tan <p = 


RCa> 


$) b. tan p = -RCa) 


c. La sortie est en retard sur l’entrée, □ d. La sortie est en avance sur l’entrée, 

U s 1 


£i u s 

Avec les conventions choisies, H = — = -— = - = - 

— U e U e e-w U e (cos (p - j sin tp) 1 + jRCcu 

donc en séparant partie réelle et partie imaginaire on obtient - tan tp = RCa>. 

—H 

Compte tenu de 0 < cos tp et sin tp < 0, — < tp < 0 donc la sortie est en retard sur l’entrée. 


On branche en sortie du quadripôle de la question 5 une résistance R identique à la pre¬ 
mière. La tension d’entrée u e (t) est délivrée par un générateur de Thévenin non repré¬ 
senté, de force électromotrice e(t ) = E V2cos lot et de résistance interne r CJ . Déterminer 
l’impédance d’entrée Z e et l’impédance de sortie Z ç . 


$) a. Z e - R 


2 + jRCa> 


— \ 1 + jRCaj 

□ c. Z s = r g + R + —L 

— jCu> 


□ b. Z e - rg + 2R + ——— 
— jCu) 


^1 d. Z s = 


r a +R 


1 + jCùj (r g + R) 
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^ —t_ 1 

A 1 - 1 

, ' R 

f 

i 


l C 

4 

1 

i 


• ■ n 


(quadripôle) 


1 

fl (utilisation) 

J 


Vu du générateur, le circuit est formé d’une résistance R en série avec l’association parallèle 
(condensateur, résistance) soit Z e — R + — -— donc 


R 


Z e — R + 

— Y C R + 1 


= R + 


R 


1 + jRCio 


= R 


2 + jRCto\ 

1 + jRCa> J 


Vu de l’utilisation, et si on transforme le circuit côté générateur, le condensateur et la 
résistance série totale (r g + Rj sont en parallèle donc 


Y s = - 

— r a +R 


jCùJ = 


1 



Calculer la fonction de transfert du circuit précédent et déterminer si : 
□ a. l’amplification statique en tension est égale à 2. 

$) b. l’amplification statique en tension est égale à —. 


□ c. la pulsation de coupure à - 3 dB est io' c 
$ d. la pulsation de coupure à - 3 dB est (J c 


1 

RC 

2 

RC 


Posons Y\ = — + jCoj l’admittance de l’association parallèle (résistance, condensateur) 
— R 

côté sortie. On remarque alors un diviseur de tension entre Z\ = — et R donc on peut 
écrire la nouvelle fonction de transfert sous la forme 

1 1 


Z, 

H' = ~ = 


1 


1 


R + Zi RYi + l 

- - R\-+jCca |+1 


2 + jRCu) 


Le gain statique s’obtient en faisant tendre u> vers 0 : alors H' Q - —, ce qu’on peut calculer 
directement en faisant apparaître un pont diviseur de tension en très basse fréquence, où le 
condensateur est équivalent à un coupe-circuit. Le circuit se ramène alors à deux résistances 
identiques en série. 
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En mettant la fonction de transfert sous forme canonique, Hj_ = 


H' 


1+7- 


La pulsation de coupure est alors au dénominateur de co donc co c = —. 

RC 


.RCco ' 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 

1 

1 + jRCco 
jRCco 
1 + jRCco 



$) c. co c = est la pulsation de coupure basse à -3 dB. 

□ d. co, - — est la pulsation de coupure haute à -3 dB. 
RC 


Le courant de sortie étant nul, les deux dipôles sont en série et on peut utiliser un diviseur 
Us R RYç 

de tension : — =- =-en multipliant le numérateur et le dénominateur par 

U e R + Z c RY C + 1 


Us jRCco 

Y c . Donc H = = = —-. 

— —£41+ jRCco 

Le gain en décibel vaut 


G dB = H = 20 log 


10 


RCco 


V1 + (RCco) 2 


-20 log 


10 


1 + 


1 


(RCco) 2 


Sa valeur maximale est G^b max = 0 si co tend vers l’infini et, pour co — —, G,jb 

1 RC 

= -201og 10 ( Vl + 1) = -101og 10 (2) = -3. En dessous de co c = —, le gain est plus 
' RC 

petit que GjBmax ~ 3, il s’agit alors d’une pulsation de coupure basse pour ce circuit qui est 

un passe-haut (contrairement au circuit passe-bas pour lequel coo = est la pulsation de 

coupure haute). 


Soit le circuit de la question 10. Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G,jb 
comporte : 

^1 a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente -20 dB/dec. 

□ c. Une asymptote de pente -20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote verticale. 
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Si w ^ ZZ’ GdB ~ _201ogl ° 

droite de pente 20 dB/dec. 


\(RCco) 2 J 


Si w » ——, GdB 
RC 


0 (asymptote horizontale). 


20 log 10 (RCa>). C’est l’équation d’une 


12 


Soit le quadripôle comportant une bobine réelle modélisable par une inductance pure L 
en série avec une résistance r et une résistance R. Le circuit est non chargé. 



Déterminer l’amplification statique en tension. 

□ a. H 0 = 1 □ b. H 0 = - 

r 


^1 c. Hq 


R 

r + R 


□ d. H 0 = 

r + R 


En très basse fréquence, l’inductance pure est équivalente à un court-circuit. Comme il 
n’y a pas d’utilisation en sortie (circuit non chargé), le circuit se ramène à un diviseur de 

R 

tension entre deux résistances r et R et U, = - U e . 

r + R 


Déterminer la pulsation de coupure du quadripôle de la question 12. 


□ a. u) c — 

R 

Z 

□ b. 

$ C. 0) c - 

r + R 

□ d. 

L 


r 

L 


rR 


R 


(r + R)L 

La fonction de transfert complexe obtenue par un diviseur de tension est égale à H_ - 

R + Z 

en notant Z = r+jLcj l’impédance de la bobine réelle. En faisant apparaître le gain statique 
Hq . . , .. , ,. . ,, Hq 


on obtient H = 


1 


en déduit que to c 


h i LùJ 

r + R 
r + R 


et par identification avec la forme canonique H_ = 


1 


. . tu 

1 + J — 

La fonction de transfert d’un quadripôle se met sous la forme : H_ = -— 

a >2 » o)\. Le diagramme de Bode asymptotique pour le gain a l’allure : + ^o>i 


avec 
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On cherche ici l’allure asymptotique de la courbe de gain. 

En très basse fréquence w « wi « a> 2 , H_ ~ 1 donc GdB ~ 0. 

toi / toi \ 

Si toi « to 2 to H » — > 1 donc GdB = 20 log 10 — >0. 

toi \toi/ 

Au vu de ces deux comportements limites, la réponse ne peut être que c. 

to 

Vérifions le cas intermédiaire toi <s to «c to 2 : alors H ~ j — et donc 

ÜJ\ 


GdB = 201og 10 — = 201og 10 (w)-201og 10 (toi), qui est l’équation d’une droite de pente 

Wi / 

+ 20 dB/dec. Ceci correspond bien à l’allure du c. 


Pour la fonction de transfert de la question 14, le déphasage entre l’entrée et la sortie est 
maximal si : 

(x)\ + Ci) 2 


□ a. to = 0 


□ b. to = 


c. to = yjto ito 2 □ d. to tend vers l’infini 


' + -V Hi 

H = -— est de la forme H = — et le déphasage to entre l’entrée et la sortie est donc 

- 1+y -ü - ël 

to 2 

ip - arg (H) = arg(//i) - arg(//i) = arctan ( — ) - arctan ( — ). 

— — \OJl \U>2 


Dérivons par rapport à to : p'(oj) = 


1 


1 


toi 


1 + 


2\ 


to2 


1 + 




Cl _ 

il 

+ 

— 0)2 

f 

1 +| 

/ \ 2\ 

- 

l / ) 



1^2/ ) 


La dérivée s’annule pour toi 
soit to 2 (-) = too - toi qui conduit à to = -\/toïtoï. 

\toi to 2 / 


2 2 

, to to 

donc pour toi H -= u>-> H- 

toi 0)2 


La dérivée est positive pour toi 
1 1 


1 + 


2\ 


< 0)2 


1 + 


2\ 


c’est-à-dire 


to-1 < o)i - toi donc pour to < -v/toïtoï étant donné que 0 < to 2 - toi. 

\toi ù ) 2 ) 

Comme pioi) > 0 pour to < yfôJîôôi et ^o'(to) < 0 pour o> > y/tJîtJî, la fonction passe par 
un maximum pour o> = yju)\ 0 ) 2 - 
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b Quadripôlee 2 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 

R 


Ue | 


c: 

L 


□ a. H = 

□ c. H = 


1 


1 + jRCu 
1 


R 

1 - J 7- - 


1 


£)b . H = 

□ d. H = 


1 


1 + jRCio - LCu 2 

1 


Lu LC u 2 


1+7 


1 


Lu 


R RCu 


Les trois éléments sont en série en l’absence de circuit d’utilisation : grâce à un diviseur de 

Zç Ue_ 

tension, on obtient U s = - U e - - donc après mise en forme : 

— R + Z c +Z l — RY c +\+Z l Y c 

U s 1 

H = — =- 

— Ue 1 + jRCu - LCu 2 


Soit le circuit de la question 1. Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G,/b com¬ 
porte : 

□ a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente - 20 dB/dec. 
b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente - 40 dB/dec. 

□ c. Une asymptote de pente - 20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 

□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 40 dB/dec. 


La fonction précédente est de la forme H_ 

Luq 


1 


avec u — uq 


1 


(pulsation propre) et go 


1 


, u . u 

1 - 2 + Jn - 

WJ gowo 


Vie 


(facteur de qualité). 


RCuq R 

En très basse fréquence, c’est-à-dire pour u <K uq, fl » 1, ce qui donne G,/b ~ 0. C’est 
l’équation d’une droite horizontale. 


En très haute fréquence ( u » uq), H_ ■ 


1 


u~ 


ur, 


=- -, ce qui donne 


G dB ~ 20 log 


10 
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f 


donc GdB ~ -401og 10 — . C’est l’équation d’une droite de pente - 40 dB/dec avec la 
\ojo / 

variable log 10 («). Il s’agit d’un filtre passe-bas (il atténue les hautes fréquences) du second 
ordre (terme en ai 2 ). 


Soit le circuit de la question 1. Si on pose u e (t) = U e V2cos ut et 

u s (t) = U s V2cos (ut + tp), le déphasage ip vérifie : 

RCto 1 Lu 

□ a. tan tp = - - □ b. tan tp - - 

Y 1 - LCu 2 Y RCu R 

_ RCu , 1 Lu 

t ad - m ' r = RcZ-if 


H = 


Uæ™ U „ 


Ce 


C e (cos i p - j sin tp ) 1 - LCu 2 + jRCu 


. On en déduit que 


Ce . T „ 2 U e . -RCu 

— cosi p - 1 - LCu- et — sin^) = -RCu donc tan^ =- 

t/ ç f/ ç 1 - LCu- 


| Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 



□ a. // = 

$c . H = 


1 


1 + 


R 

jLu 


1 


1 _ • JL _ 1 

J Lu LCu 2 


□ b. H = 


1 


□ d. H = 


1 + jRCu - LCu 2 

1 

i • / LùJ 1 

J \ R RCu 


De nouveau, grâce à un diviseur de tension, on obtient : 


C, 


Z L 

-—- C e 

R + Z c +Z L —- 


Çe 

RY l +Z c Y l + 1 


1 

donc après mise en forme .H - — = —--- 

F — tj _R _L_ i I 

—?L jLu LCu 2 + 1 




î 

LCu 2 



Soit le circuit de la question 4. Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G,ir com¬ 
porte : 


□ a. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 20 dB/dec. 

□ b. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente - 40 dB/dec. 

□ c. Une asymptote de pente - 20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 
^1 d. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 40 dB/dec. 
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La fonction précédente est de la forme H_ = --- 

j | uip 

a) 2 jQ 0 u 

que pour le premier circuit. 

or 

En très basse fréquence, c’est-à-dire pour u «: u o, H »--, ce qui donne 


avec les mêmes notations 


GdB ~ 201og 


10 


LOT, 


donc GdB ~ 40 log 10 — . C’est l’équation d’une droite de pente 
coq) 


+ 40 dB/dec avec la variable log 10 (w). 

En très haute fréquence, c’est-à-dire pour u » u o, []_ ~ 1, ce qui donne GdB ~ 0. 
Il s’agit d’un filtre passe-haut du second ordre. 


Soit le circuit de la question 4 . Si on pose u e (t ) = U e V2cos tôt et 
u s (t ) = U s V2cos ( u>t + (p), le déphasage ip vérifie : 

RClü _ 1 Lu 

□ a. tan p = 


c. tan ip = 

U s ei* 


H = 


1 - LCùj 2 
RCcj 
LC a» 2 - 1 
U, 


U e U e (cos ip — j sin ip) 


1 


RCu 

R 

1 

Lu 

RCu 

R 

1 


1 

R ' 

j-r~ 


. U e 1 U e . R 

On en déduit que — cos w = 1 -- et — sin w — — 

U s LC or U s L(j) 


donc tan ip ■ 


R 


Lu 1 


LCu 2 


RCu 

LCu 2 - 1 ' 


Calculer la fonction de transfert du circuit (supposé non chargé) : 


Ue I 


C 

L 


R 


$a. H = 


□ c. H = 


1 


Lu 

1+ ihr 


1 


R RCu 

1 


i-Æ- 


1 


Lu LCu 2 


□ b. H = 


1 


1 + jRCu — LCu 2 
Lu 1 


□ d. H = 


31 R RCu 


1+7 


1 


Lu 


R RCu 
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Avec le même raisonnement, on obtient : U s — 


R 


-U e = 


U e 


H = 


— R+Zç + Zl— Zg Zg 

+ Y + Y 


1 


d’où 


i + + ^ i + ;(^ 1 


jRCoj R 


R RCu) 


Soit le circuit de la question 7. Le tracé du diagramme de Bode pour le gain G du com¬ 
porte : 

^1 a. Un maximum pour lu — a>o = 

□ b. Un minimum pour ai = coq — 


Vie 

1 

Vie 


$1 c. Une asymptote de pente - 20 dB/dec et une asymptote de pente 20 dB/dec. 
□ d. Une asymptote horizontale et une asymptote de pente + 40 dB/dec. 


La fonction de transfert est de la forme H = 


1 


1 + jQo 


Le module est égal à H_ = 


Cl) ù)q 
(j)q CO 

. Il passe par un maximum quand le 


1 + 


a) o a> 


dénominateur de la fraction est minimal, donc pour co — oiq 
En très basse fréquence, c’est-à-dire pour ai <s a>o, H_ ~ 


1 


Vie 

1 


■n "o'i 

jQo - 

a> 


= J 


O) 


Qowo ’ 


ce qui 


donne GdB ~ 20 log 


10 


<2oWo 


C’est l’équation d’une droite de pente + 20 dB/dec avec la variable log 10 («). 

1 


En très haute fréquence, c’est-à-dire pour cj » coq, H 


jQo\ — 

\cj 0 


, ce qui donne 


a>o 


Qow 


. C’est l’équation d’une droite de pente - 20 dB/dec avec la va- 


GdB ~ 201og 10 
riable log 10 (w). 

Les deux asymptotes se croisent pour a> - a >o et alors GdB = -20 log 10 (go)- 
Il s’agit d’un filtre passe-bande, centré sur la pulsation propre lüq. 
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Soit le circuit de la question 7 . Si on pose u e (f) = U e V2cos ut et 
u s (t) = U s V2cos (ut + p), le déphasage p vérifie : 


□ a. tan p = 

RCu 

□ b. tan p = 

Lu 

1 

1 - LCu 2 

-R 

RCu 

□ c. tan p = 

RCu 

$ d. tan p = 

1 

Lu 

LC u 2 - 1 

RCu 

~ ~R 

U,e» 

U s 


1 



Lu 1 


1 + ■/ ~T, 


_ _ _ 

U e U e (cos <p - j sin p) 

R RCu 

U e Lu 1 1 Lu 

et — sin p — - 1 -donc tan p =- 

U s R RCu RCu R 


U e 

. On en déduit que — cos p — 1 

U s 


Déterminer la fonction de transfert et en déduire l’équation différentielle du circuit : 

R 


$a. H = 


1 


1 + jRCu 


du t 1 

1c. — + —u s = 0 Ç0 d. 
dt RC 


Ue 


c. 


U 


□ b. H_=\+ jRCu 
du s 1 


dt + RC Us RC 


On retrouve ici la fonction de transfert classique du premier ordre fondamental 

1 

H = 


1 + jRCu 

Pour en déduire l’équation différentielle du circuit, il faut utiliser l’équivalence entre la 

1 

multiplication par ju et la dérivation par rapport au temps : — = __ _ donc 


U e 1 + jRCu 


du s 

Us (1 + jRCu) = U e d’où on tire l’équation u s + RC —- = u e . 
— — dt 


Déterminer pour le circuit de la question 10 la relation entre la pulsation de coupure uc 
et le temps caractéristique r. 

$J a. tuc = 1 

□ b. tuc = V2 

$ c. Le circuit est rapide si la bande passante est large. 

□ d. Le circuit est lent si la bande passante est large. 
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Corrigée 


Dans l’expression de la fonction de transfert sous forme canonique H_ = - —, la pul- 

1 + j — 

a>o 

sation de coupure est co o donc ici a>c - too - — ■ 

RC 

T ,, . du s 1 u e , . . 

L équation —— + a pour temps caractéristique r = RC. 

On en déduit que a>c = - • 

T 


Déterminer la fonction de transfert et en déduire l’équation différentielle du circuit : 

, Ue-V 

' R 


R 


Uel 


-c 


c. 


v c: 


Us 


□ a. H 

^lb. H 

□ c. 

^1 d. 


1 


(1 + jRCojy 

1 


1 + 3 jRCoj - (RCojf 
d 2 u<: 2 du s 1 

—+-- +- T l( s 

dt 2 RC dt (RC) 2 


d~u s 


3 du s 1 

+ - = 


(Rcy 

U e 


dt 2 RC dt (RC) 2 s (RC) 2 


Soit la tension intermédiaire V. Par une loi de nœud, ——— = jCa>V_ + jCojU s . 


R 


V 


Par un diviseur de tension, U s = , . 

— 1 + jRCa> 

On élimine la tension intermédiaire : 

Ue_=V_( 1 + jRCto)+ jRCojLR = (1 + jRCùj) 2 U 1 +jRCub r ± = (l + 3 jRCco + ( jRCoj) 2 ) Lb 
d’où 

U s 1 

H = — = 


2 ' 


Ue 1 + 3 jRCa) — (RCu>) 

Avec l’équivalence entre la multiplication par jto et la dérivation par rapport au temps la 
relation complexe U s ( 1 + 3 jRCa> + (jRCoj) 2] ) = IJ conduit à l’équation différentielle : 

„ „dus , d 2 u s 
u s + 3 RC—r- + (RC) 2 


dt 


dt 2 
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Corrigée 


9 Amplificateur opérationnel 


On dispose d’un amplificateur opérationnel idéal et de deux résistances Ra = 10 kQ et 
Rb > R a à choisir. On souhaite réaliser un circuit amplificateur tel que la tension de 
sortie égale à 4 fois la tension d’entrée et de même signe. Représenter le montage et en 
déduire la valeur de Rb- 

□ a . R B = 20 kfi $ b. R B = 30 kfi 


□ c. R b = 40 kO □ d. R B = 50 kO 
Le circuit amplificateur non inverseur est le suivant : 



L’AO étant supposé idéal, les courants d’entrée sont nuis. Les 
résistances r et R sont donc parcourues par le même cou¬ 
rant, elles forment un diviseur de tension et on a la relation 
RV S 

V = -. On peut supposer que l’AO fonctionne en mode 

R + r 

linéaire puisqu’il y a une liaison entre l’entrée inverseuse et 

R.V 

la sortie donc V + = V~ - V e . On arrive à V e = -— et h- 

R + r 

nalement V, = ^1 + — j V e . Il faut pour que V s = 4V e choisir 
r — 3R donc R — Ra = 10 kO et r — R B = 30 kfi. 


L’amplificateur opérationnel est supposé idéal. Déterminer la fonction de transfert 

Zi 

en régime sinusoïdal. 


„ R 

□ a. H = - 

r 

„ R 

□ c. H = — 

r 


□ b. H = — 
~ R 


[3 d. H = — 

— R 


L’AO étant supposé idéal, les courants d’entrée sont nuis. Les résistances r et R sont donc 
parcourues par le même courant. On peut supposer que l’AO fonctionne en mode linéaire 
puisqu’il y a une liaison entre l’entrée inverseuse et la sortie donc V + - V~ - 0. On re¬ 
marque donc une masse virtuelle sur l’entrée inverseuse et on peut repositionner les flèches 
de tension comme sur le schéma : 
r 



On arrive en appliquant une loi de nœud à — =-- soit 

R r 
r 

— = —. Il y a amplification et changement de signe, il 
V e R 

s’agit d’un montage amplificateur inverseur. 
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Corrigés 


Soit le circuit comportant un amplificateur opérationnel idéal, un condensateur et un 
résistor : 

$1 a. Le montage est dérivateur. □ b. Le montage est intégrateur 

□ c. V e = -jRCo)V s d. V e = -jRCojV s 


La structure est la même que celle du montage précédent. Avec les mêmes hypothèses, 

Yi R 

la relation sur les tensions complexes est — =-= -jRCu>. La multiplication d’une 

Ve Z c 

tension complexe par le facteur joj revenant à la dériver, l’expression V s = —jRCojV e 
signifie que la tension de sortie est proportionnelle à la dérivée de la tension d’entrée. 


| Déterminer la relation entre les tensions U e , V e et Vj si R - 10 kQ, R' = 20 kQ et 
r = 100 kQ. 

□ a. V s = 10y, + 5 U e $ b. y, = -iov e - 5u e 

□ c. y, = îoy, + 5 u e ad. y, = -îoy.-5 u e 

Ce montage est du même type que l’amplificateur inverseur, avec une résistance sup¬ 
plémentaire du côté de l’entrée. La loi des nœuds sur l’entrée inverseuse s’écrit alors 
Ve U e V s V s ,, , . (Ve U e \ T 

- 1 - - i -=-d ou on tire y, = —r\ -1-.Le résultat est une com- 

R R' r r \ R R' ) 

binaison linéaire des tensions d’entrées. 

Si on choisit des valeurs de résistances toutes égales, V s = - (V e + U e ), c’est pourquoi on 
qualifie ce montage de « sommateur ». 

| Déterminer la relation entre les tensions U e , V e et V s . 

□ a. v s = V e + U e □ b. y s = V e - U e 

^1 C. y, = u e -v e □ d. y ç = - (Ve + U e ) 

Les courants d’entrée étant nuis pour l’AO idéal, on remarque un diviseur de tension 

. R U e 

sur l’entrée non inverseuse : V = - U e = —. L’AO est supposé fonctionner en 

R + R 2 

mode linéaire du fait de l’existence d’une liaison entre l’entrée inverseuse et la sortie donc 
, _ Ue 

y — y = —. D’après une loi des nœuds sur les résistances liées à l’entrée inverseuse, 

v e - y v~ - v. _ u e 

——— = ——— d’où V s = 2V - V e - Comme V = — on obtient V s = U e — V e . Le 
montage est soustracteur. 


Déterminer la fonction de transfert du montage ainsi que le déphasage de la sortie par 
rapport à l’entrée, la tension d’entrée étant sinusoïdale : 


$a. H = 


1 - JRCûj 
1 + jRCu) 


□ b. H = 


1 + jRCa) 
1 - jRCù) 


c. <p = -2Arctan (RCoS) H d. tp - 2Arctan 


1 


RCto 
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Corrigée 




Les courants d’entrée étant nuis pour l’AO idéal, on remarque un diviseur de tension com¬ 
plexe sur l’entrée non inverseuse : 

+ Zc V e V e 

y + = — v e = —=— = —=—. 

— Zc + R— 1+RYc 1+jRCco 

L’AO est supposé fonctionner en mode linéaire du fait de l’existence d’une liaison entre 
l’entrée inverseuse et la sortie donc V^_ = V_. D’après une loi des nœuds sur les résistances 
liées à l’entrée inverseuse. 


y, -v- v- - y, 

— = — , d’où y, = 2v~ - y e . 

R R — — — 

Comme V_ = V + , on obtient 

2V e 1 - jRCu 

v s = ——- v e = —-- v e 

— 1 + jRCco — 1 + jRCco— 


donc H = 


1 - jRCco 


1 + jRCco 

Le module de cette fonction de transfert étant égal à 1, il ne s’agit pas d’un circuit amplifi¬ 
cateur. Par contre il introduit un déphasage entre l’entrée et la sortie. 

En effet arg (//) = arg (1 - jRCco) - arg (1 + jRCco) donc l’avance de phase de la sortie sur 
l’entrée ip est donnée par la relation : 


ip — Arctan(-A’Coj) - Arctan(7?Ctn) = -2Arctan(7?Ca>). 


L’amplificateur opérationnel étant idéal, déterminer si : 

□ a. V s = V sat pour V e < E 7\ h. L v = V sat pour V e > E 

$) c. Le montage est comparateur. □ d. Le montage est amplificateur. 

Du fait de l’absence de liaison entre l’entrée et la sortie, le montage fonctionne en compa¬ 
rateur. 

Soit V s = V S at '■ c’est le cas si V + > V donc pour V e > E. 

Soit V s = - Vsat '■ c’est le cas si V + < V donc pour V e < E. 

Le signe de sortie permet donc de savoir si V e est plus petit ou plus grand que E, c’est 
pourquoi on parle de montage comparateur. 



Déterminer les valeurs de la tension d’entrée provoquant le basculement de la tension de 
sortie entre les valeurs +V sa t et —V sat . 

□ a. Dans le sens montant, la tension de basculement est Vb = - V sat . 

Ri +R 2 

_ ^ 

b. Dans le sens montant, la tension de basculement est V' B =- V sat . 

Ri + R 2 

53 c. Dans le sens descendant, la tension de basculement est IL =- V sal . 

Ri+R 2 

_ ^ 

□ d. Dans le sens descendant, la tension de basculement est V' H — - V sat . 

B Ri+R 2 
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Corrigée 


Du fait de l’absence de liaison entre l’entrée et la sortie, ce montage fonctionne également 
en comparateur. Le basculement de la sortie a lieu quand V + - V~ change de signe. 

Or en utilisant un diviseur de tension (les courants d’entrée sont nuis pour un AO idéal), 
R R 

v + = V s -— l —, donc V + - y- = V s -—- V e . 


R\ + Ri 


R\ + Ri 


R V 7 

Soit V s = V sa t : il faut que V + > V~ ; c’est possible si —- -r— > V e . 


R\ + R 2 


Soit V s = —Vsat ■ il faut que V < V ; c’est possible si 


. ~RiV sl 


R 1 + R2 


< V e . 


R 1 


-Vsat- Pour une tension d’entrée vérifiant —Vb < V e < Vb les deux 


So '' v ‘ = «,+«, 

états de la sortie sont possibles : pour savoir lequel sera effectivement observé il faut tenir 
compte de l’évolution antérieure du système, en partant d’une valeur de la tension d’entrée 
pour laquelle l’état de la sortie est parfaitement connu. 

R V 

Par exemple, si V e > -la seule possibilité pour la sortie est que V s = -V sat , et donc 


-RiV. 


1 * sat 


R\ + R2 

V + < V~. Quand V e diminue, V' 1 - V~ reste négatif tant que 

R 1 + Ri 

par cette valeur provoque le basculement de la sortie de L v = —V sat à L v = V sat donc 

-Ri 


< V f . Le passage 


V' B = -Vb - 


R 1 + Ri 


-Vsat est la tension de basculement dans le sens montant —V SI 

Ri 


V sl 


On montrerait de même que Vb = - V sa , est la tension de basculement dans le sens 

4 Ri + R 2 

descendant V sa , -> -V sa t. 

Il s’agit d’un comparateur à hystérésis. 
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Cinématique du point 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les coordonnées cartésiennes et cylindriques. 

• Les notions de trajectoire, de vitesse, d’accélération dans un référentiel 
donné R. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations. Dans tout le chapitre, on note O l’origine du repère, les vec¬ 

teurs unitaires du repère cartésien lié au référentiel d’étude, (ïï^,ltg,TÇj les vecteurs 
unitaires du repère local cylindrique. 



Soit un point matériel M en mouvement dans un référentiel R. 


□ V DF a. Un point matériel est un système de petites dimensions. 

□ V DF b. La trajectoire de M dépend du référentiel d’étude 

□ V DF c. L’unité de vitesse est le kilomètre-heure. 

□ V DF d. Si le mouvement est uniforme, l’accélération de M est nulle. 



On considère dans le plan xOy les vecteurs de base (ît x ,ü^j et (ïfy,ug) (p 
et G est l’angle polaire entre Ox et OM). 


□ V DF a . u x - cos G ■ u p + sin G ■ ug 

OV OF b. u y = sin G ■ u p - cos G ■ u p 

□ V DF c . u p = cos G ■ u x + sin G ■ ïiy 

□ V DF d. ug = sin G ■ wj. - cos G ■ Uy 


OM 
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Soit un point matériel M en mouvement rectiligne dans le plan xOy lié à R. 

□ V DF a. Les vecteurs vitesse et accélération de M ont une direction 


constante. 

□ V DF b. Les vecteurs vitesse et accélération de M ont une norme 


constante. 


□ V DF c. Si le mouvement est uniforme, l’accélération de Me st nulle. 

□ V DF d. Au moment où M fait demi-tour, son accélération s’annule. 


Soit un point matériel M en mouvement circulaire de centre O dans le plan xOij 


lié à R. 


□ V 

□ F 

a. 

□ V 

□ F 

b. 

fuge. 



□ V 

□ F 

c. 

toire. 



□ V 

□ F 

d. 


Si le mouvement est uniforme, le vecteur vitesse est constant. 

Si le mouvement est uniforme, l’accélération de M est centri- 

Le vecteur rotation m est perpendiculaire au plan de la trajec- 

Le vecteur vitesse est donné par ~v - ~â A OM 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



L’accélération de M est égale a~a = a\lyj où a\ est une constante. À î = 0, la 
vitesseTp est parallèle à u x . 

□ a. Le mouvement est rectiligne. □ b. Le mouvement est circulaire. 

□ c. Le mouvement est parabolique. □ d. ||l? || = |t>o + a\t\ 



Le point M est en mouvement dans le plan xOy ; les équations horaires du mou¬ 
vement sont x(t) = A ■ cos(ùjt) + x\ et y(t) = y 0 avec x\ et ijq des constantes. 


□ a. La trajectoire est sinusoïdale. 

d~x 2 o 

□ b. L’équation différentielle du mouvement est —— + oj x - ùj~xi . 

dt~ 

□ c. La trajectoire est rectiligne. 

drx 2 2 

□ d. L’équation différentielle du mouvement est —- - oj~x - -a> x î. 

dt 2 
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| | Le point M est en mouvement le long de l’axe 0.x ; sa vitesse initiale est 
vq x = Do > 0. Il se déplace avec une accélération constante jusqu’à l’instant t\ 
où sa vitesse a doublé, puis freine de façon uniforme jusqu’à s’arrêter à l’instant 
final t 2 = 2?i . Quelle est la distance totale L parcourue ? 

□ a. L = 2i>o t\ □ b . L = 2,25 vq t\ 

□ c. L = 2,5 vo t\ □ d. L = 2,75 vq t\ 



Le point matériel A se déplace à vitesse constante de norme V vers la gauche sur 
l’axe Ox, le point matériel B se déplace à vitesse constante de même norme sur 
l’axe Oy ; initialement, B est à l’origine du repère, A est situé à droite de O, à 
une distance L. Déterminer les positions de A et B à un instant quelconque et en 
déduire la distance D minimale entre les deux points. 


□ a. D - — 

4 


□ b. D - — 

3 


□ c. D - — 

2 


□ d. D = —— 

V2 



Le point M parcourt le cercle de rayon b = 10 cm à la vitesse vo = 2m • s 

□ a. La période de rotation est T = I OOn ms. 

□ b. L’accélération vaut 6,4 m • s - 2 . 

□ c. La période de rotation est T = 1Û7T s. 

□ d. L’accélération vaut 40 m • s - 2 . 


10 


Le point M parcourt le cercle de rayon b à la vitesse v = at où a est une constante 
positive. Soient v p et vq les composantes de la vitesse. 


□ a. v p = at □ b. v p = 0 □ c . vq = at □ d, vg = 0 


Le point M parcourt le cercle de rayon b à la vitesse vo = at où a est une 
constante. Soient a p et ag les composantes de l’accélération. 


□ a. 


□ b. 


(at) 

b 


□ c. ag = a 


□ d. ag = 0 


12 


Le point M se déplace sur une courbe plane d’équation en coordonnées polaires 
dans le plan xOy : p = po • exp(-0) avec 9 = a>t. La norme de la vitesse vaut : 


□ a. v = 0 □ b . v = üj ■ p 

O c. v = V2 • a» ■ p Od. v = 2 ■ oj ■ p 
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13 


Le point M se déplace sur une courbe plane d’équation en coordonnées polaires 
dans le plan xOy : p = po ■ exp(-0) avec 8 = tôt. Les composantes de l’accéléra¬ 
tion sont : 


□ a. a p = a?p □ b. a p = 0 □ c. ag = -2a?p □ d. cig = 0 


14 


Le point M se déplace d’un mouvement uniforme (vitesse de norme vq) dans 
le plan xOy, son vecteur vitesse faisant l’angle constant a avec OM ; à ? = 0, 
OM = p = b et 8 = 0. 


□ a. p - b + vo t sin a 

□ c. 8 = tan a ■ 


□ b . p = 

□ d. 0 = 


b + vç)t cos a 
vo t sin a 
b 


15 


Le point M se déplace sur une parabole d’équation y = ax 2 dans le plan xOy 
{a constante positive). La composante de la vitesse v x = vo > 0 est constante ; 
à t = 0, M est à l’origine du repère. Calculer les normes de la vitesse et de 
l’accélération. 


□ a. v = vo + 2a t 

□ c. v = vq J 1 + (2a vo t? 


□ b. a = 2a v 

□ d. a = —— 

VT 


2 

0 

4o- 2 v q t 


+ (2a Vq t) 


2 


16 


Le mouvement de M est étudié en coordonnées polaires dans le plan xOy ; la 
vitesse angulaire est constante et égale à m et l’accélération est orthoradiale ; à 
t = 0, M est à l’origine du repère et v = vq. On peut en déduire que : 


3 

1 

1 

3 

□ b. p = - ( e^ - e 


co v ' 


n y o 

□ a. p = — 

2u> 

□ c. ag = ojvo (e wt - □ d. ag = üjvq + e~ wt ^ 


Voir corrigés page 147 
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Lois de la dynamique 
en référentiel galiléen 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les forces subies par un point matériel 

• L’application du principe fondamental de la dynamique en référentiel galiléen 


Notations, Dans tout le chapitre le référentiel d’étude est le référentiel terrestre, sup¬ 
posé galiléen. Le vecteur g désigne le champ de pesanteur, considéré comme uni¬ 
forme et constant. 

On note O l’origine du repère, (ü* x , les vecteurs unitaires du repère cartésien lié 
au référentiel d’étude, w^, les vecteurs unitaires du repère local cylindrique. 



Un point matériel M de masse m décrit à vitesse constante de norme v une tra¬ 
jectoire circulaire de rayon b ; déterminer la résultante des forces auxquelles il 
est soumis. 



□ a. Z F est centripète. □ b. Z F est centrifuge. 

dv 11 —>■" ™" 2 


□ c. 


Z F 


— m- 


dt 


□ d. 


Z F 


mv 

b 


Un point matériel M de masse m se déplace sur une trajectoire elliptique de 
centre O dans le plan xOy ; les équations horaires de son mouvement sont en 
coordonnées cartésiennes : x(t) = a cos tôt et ij{t) = a sin (ot où a, fi et a) sont 
des constantes. 


Déterminer la résultante des forces Z F subies par M. 



□ a. Z F =mco 2 OM □ b. ZF = -ma> 2 OM 

□ c. ZF - moj 2 yja 2 + □ d. ZF = 0 

Un point matériel M de masse m se déplace dans le plan xOy suivant les équa¬ 
tions horaires en coordonnées polaires : p(t) = b cos col et Oit) = a)t où b et 
a) sont des constantes. Déterminer les composantes de la résultante des forces 
subies par M. 


□ a. F p = -mu?p □ b. F p = -2mo?p 

□ c. F (j — -2mbu? sin eut d d. F g = 0 
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Une balle de masse m est lancée depuis le sol verticalement vers le haut avec une 
vitesse initiale V 0 ; on néglige la résistance de l'air. Déterminer la cote z max du 
point le plus haut de la trajectoire et la durée totale T du mouvement. 

V 2 V 2 

O a. Zmax — I—J ^ £max — 

2 g g 


□ c. T = — 

2 g 


□ d. T = 


2V 0 



Une balle de masse m est lancée horizontalement avec une vitesse initiale V 0 
depuis un point situé à une hauteur H au-dessus du sol ; on néglige la résistance 
de l’air. Déterminer la distance horizontale D entre le point de départ et le point 
de chute. 


□ a. 



□ b. 


D = V o 



□ c. 



□ d. D = 2V q 




Une bille de masse m est lâchée sans vitesse initiale ; on tient compte lors de 
la chute de la résistance de l’air, supposée de la forme / = -av avec a une 
constante positive. Écrire l’équation du mouvement et en déduire la vitesse li¬ 
mite vj. Déterminer la durée T au bout de laquelle la vitesse est égale à la moitié 
de v/. 


_ ma _, mg 

□ a. vi - — □ b. v, = — 

2a a 


_ 2m 

□ c. T = — 

a 


□ d. 


m ln 2 


a 


Une bille de masse m est lancée verticalement vers le haut ; on tient compte, lors 
du mouvement, de la résistance de l’air supposée de la forme / = -av avec a 
une constante positive. Déterminer le temps T mis pour atteindre le sommet de 
la trajectoire, la vitesse initiale étant Vq. 


□ a. 


T = 



| aVo\ 
mg ) 


□ b. T - 2— ln ( 1 

a 


| aVo\ 
mg ) 


□ c. 


T = 


m , 
— ln 


a 


+ oVq\ 
mg J 


□ d. 



1 


| aVo\ 
mg ) 
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Enoncée 


lois de \a dynamique en référentiel galiléen 


Un palet de masse m glisse sur un plan horizontal ; il existe une force de frotte¬ 


ment telle que 


R t 


= f 


R, 


avec R n la réaction normale au plan et R, la réaction 
tangentielle. Le coefficient de frottement / est une constante positive. 

À l’instant initial, ||l?|| est égale à vq. Déterminer la distance parcourue par le 
palet avant qu’il ne s’arrête. 


□ a. L = 


□ c. L = 


V 2 

y o 

4 fg 

V 2 

y o 

2 fg 


□ b. L = 


3 fg 

V 2 

□ d . L = -± 

fg 


Un palet M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a 
l'horizontale ; il existe une force de frottement telle que = / 


par rapport à 
R „Il avec R„ 


la réaction normale au plan et R t la réaction tangentielle ; à quelle condition M 
se met-il à glisser ? 


□ a. sina>/cosa □ b. sino'</coso' 

□ c. cos a > f sin a □ d. cos a < f sin a 


Un palet de masse m glisse sur un plan incliné d’un angle a par rapport à l’ho¬ 


rizontale ; il existe une force de frottement telle que 


R, 


= f 


Rn 


avec R„ la 


réaction normale au plan et R t la réaction tangentielle. 

À l’instant initial, ||l?|| = vo et le vecteur vitesse est orienté suivant la ligne de 
plus grande pente, vers le bas. 


Déterminer la réaction j| R j| exercée par le support et l’expression de la vitesse 
en fonction du temps. 


□ a. 

□ c. 



= mg cos a(l + /) 


v x (t) = Vç) + gt (cos a - f sin a) 


□ b. 

□ d. 



mg cos a 



v x (t) = Vç, + pt(sin a - f cos a) 
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Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse né¬ 
gligeable et de longueur L. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O 
fixe. Le point M se déplace sur le plan xOy horizontal ; à t = 0 sa vitesse v a est 
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Lois de la dynamique en référentiel qalilêen 


horizontale et perpendiculaire au fil tendu. On néglige les frottements. Détermi¬ 
ner la nature du mouvement et la tension du fil sachant que le fil reste tendu. 

O a. mouvement circulaire uniforme □ b. mouvement oscillatoire 



12 


Un point matériel M de masse m est suspendu à un ressort de raideur k et de 
longueur à vide l v dont l’autre extrémité est le point O fixe. L’axe Oz vertical 


est orienté vers le bas. On pose o>o = \ — ■ Quelle est l’équation différentielle 

V m 

vérifiée par z(t), le mouvement étant supposé vertical ? 

d 2 z 9 9 crz 9 9 

□ a. —+ cüqZ = g + co 0 l v O b. + oj 0 z = —g + (Oq l v 


□ c. 


d 2 Z 2 _ 2, 

Lü o z - c j 


□ d. 


d 2 z 2 _ 2, 

j ? 2 w o z _ y 
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Un point matériel M de masse m est accroché à un ressort de raideur k dont 
l’autre extrémité est le point O fixe. M glisse sans frottement sur l’axe horizon¬ 
tal Ox. À l’instant initial le ressort a sa longueur à vide /„ et la vitesse de M est 
colinéaire à Ox ; quel est l’allongement maximal du ressort ? 


□ a. V2/„ 


□ b. 

V2 


m 

□ c. v 0 J — 


□ d. 


mg 

k 


Un point matériel M de masse m est posé au fond d’une demi-sphère de rayon b ; 
on lui communique à t = 0 une vitesse vq horizontale ; quelle est à cet instant la 
réaction du support sachant que M glisse sans frottement sur la sphère ? 

O 


□ a. ||/?|| = mg 

□ b. 

□ c. pi — 2 mg 

□ d. 

Un point matériel M de 


PII - 


+ 


mg 




négligeable et de longueur L. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O 
fixe. M se déplace sans frottement sur un cône d’axe vertical Oz, de sommet O, 
de demi-angle au sommet a. 


En supposant que le fil reste tendu à tout instant et que la vitesse v est constante, 
déterminer la réaction du support. 


Enoncée 


Lois de la dynamique en référentiel galiléen 



O a. 

Oc. 


v 


R n = m -+ g sin a 

L tan a 

v 2 tan a 
R n = m - 1 - g sin a 


□ b. R n = m 

□ d. R n = m 


v 2 . \ 

-h a sin a\ 

L tan a ) 

v 2 tan a ' 

-h g sin en 


Voir corrigés page 154 
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12 


Energie 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Le travail d’une force 

• L’énergie cinétique 

• L’énergie potentielle 

• L’énergie mécanique 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations. Dans tout le chapitre le référentiel d’étude est supposé galiléen. 
g désigne le champ de pesanteur, considéré comme uniforme et constant. 

On note O l’origine du repère, (îî* x , ~u y ,~u^j les vecteurs unitaires du repère cartésien lié 
au référentiel d’étude, [jt p , les vecteurs unitaires du repère local cylindrique. 


1 


Notion de travail 


□ V DF a. Le travail, comme la force, ne dépend pas du référentiel. 

□ V DF b. Une force perpendiculaire à la trajectoire ne travaille pas. 

□ V DF c. Le travail d’une force lors d’un déplacement d’un point A à un 

point B ne dépend que de A et de B, pas de la forme de la trajectoire. 

□ V DF d. Quand une même trajectoire est parcourue dans un sens, puis 
dans l’autre, le travail des forces auxquelles le système est soumis change de 
signe. 

□ V DF e. 1 J = 1 kg • m 2 • s^ 2 
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Notion d’énergie 

□ V DF a. L’énergie cinétique augmente quand la résultante des forces est 
motrice. 


□ V DF b. Toute force constante et uniforme dérive d’une énergie poten¬ 
tielle. 

□ V DF c. L’énergie potentielle de pesanteur diminue quand l’altitude croît. 

□ V DF d. Si l’énergie potentielle augmente, l’énergie cinétique diminue. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


Soit un repère cartésien lié au référentiel terrestre ; l’axe Oz vertical est orienté 
vers le haut. Un point matériel M de masse m se déplace sur une parabole d’équa- 

x 2 

tion z = — depuis l’origine du repère O jusqu’au point d’abscisse x-L. Calcu¬ 
ler le travail du poids. 


□ a. W = mgL O b. W = 2mgL 

□ c. W = -mgL □ d. W = -2 mgL 


Un homme de masse m = 70 kg monte du rez-de-chaussée au 5 e étage en portant 
un pack de 6 bouteilles d’eau minérale de 1,5 L (hauteur d’un étage : 2,50 m ; 
g = 10 m • s -2 ). Déterminer la variation totale d’énergie potentielle et en déduire 
la puissance correspondante si l’homme monte d’une marche par seconde à rai¬ 
son de 18 marches par étage. 

□ a. 12,5 W Ob. 62,5 W □ c. 97 W □ d. 109,7 W 



Un point matériel M de masse m est accroché à un ressort de raideur k et de 
longueur à vide L’autre extrémité O du ressort est fixe et M se déplace le long 
de l’axe Ox. Déterminer le travail de la tension du ressort quand la longueur du 
ressort passe de l v à 2 l v . 

na. W = kl 2 v Ob. W = -kl 2 

ne. w = ^i 2 0 Bd. w = -ji 2 v 
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Un point matériel M de masse m se déplace le long de l’axe Ox avec une ac¬ 
célération a 0 constante ; il démarre à t — 0 et il subit une force de frottement 
fluide F = -av sur une distance L. Déterminer le travail de cette force lors du 
déplacement de M. 

□ a. W = -a V«ori 3 □ b. W = -a ^JiÔqU 

2 a 


Oc. W =—— x/ooL 3 □ d. W - xJ&ciqL 3 

Une balle de masse m est lancée avec une vitesse initiale v a depuis un point situé 
à une hauteur Fl au-dessus du sol. Son vecteur vitesse fait un angle a avec la 
verticale. On néglige la résistance de l’air. Déterminer la vitesse de la balle à son 
arrivée au sol. 


□ a. v = -yjv ^ sin 2 a + 2gH □ b. v = cos 2 a + 2gH 

□ c. v - yjV q tan 2 a + 2gH □ d. v = + 2gH 

Un wagonnet de masse m se déplace sans frottement sur un rail incliné d’un angle 
a par rapport à l’horizontale. Il est lancé vers le haut avec une vitesse initiale v„. 
Déterminer la distance L parcourue avant de faire demi-tour. 


□ a. L = 


□ c. L = 


2g tan a 
v q tan a 


□ b. L = 


u o 


2g cos a 

„2 


2 g 


□ d. L = 


v; 


o 


2 g sin a 


Un palet glisse sur un plan incliné d’un angle a par rapport à l’horizontale le 
long de la ligne de plus grande pente ; il existe une force de frottement telle que 


R t 


= f 


R, 


avec R„ la réaction normale au plan et R r la réaction tangentielle ; 
e coefficient de frottement / est une constante positive. 

À l’instant initial, le palet est lancé vers le bas avec une vitesse de norme 
v\\ = v 0 . 


Le palet parcourt une distance avant de s’arrêter. Utiliser le théorème de l’énergie 
cinétique pour déterminer l’expression du coefficient de frottement. 


□ a. / = tan a 


2Lg cos a 


□ c. / = tan a - 


2Lg sin a 


□ b. / = tan a + 


□ d. / = tan a + 


2Lg co s a 


2 Lg sin a 
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Enoncée 


72 Energie 


10 


Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse 
négligeable et de longueur L. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O 
fixe. 


À l’instant initial, l’angle entre la verticale descendante et le fil tendu est a = 45°, 
la vitesse est nulle. Déterminer la vitesse v\ de M à l’instant où il passe au point 
le plus bas de la trajectoire, ainsi que la tension du fil à cet instant. 

□ a. vi = v /gL V2 □ b. v\ — yjgL (2 - V 2 ) 


□ c. 


= mg 


( 1 +V5) 


□ d. 


= mg 


(3- V2) 


11 


Un anneau de masse m est enfilé sur un cercle de rayon b et de centre O dans le 
plan xOz vertical, l’axe Oz, vertical étant dirigé vers le bas. À t = 0 l’anneau est 
lancé du point le plus bas du cercle avec une vitesse vq tangente au cercle. Il n’y 
a pas de frottements. Déterminer l’énergie potentielle de l’anneau en fonction 

de l’angle 9 = ( Oz,Om\ et en déduire l’expression de sa vitesse. On prendra 


l’énergie potentielle nulle pour 9 = 0. 

□ a. E p = mgb{ 1 - cos 9) □ b. E p = -mgb sin 9 


□ c. v - + 2gb(cos 9-1) □ d. v = -yjv 


2gb sin 9 


12 


Un point matériel M de masse m se déplace sans frottement sur l’axe Ox horizon¬ 
tal. Il est accroché à un ressort de raideur k et de longueur à vide l v dont l’autre 
extrémité est fixée au point O. Déterminer l’expression de l’énergie potentielle 
élastique en fonction de x, k et l v de façon qu’elle soit nulle pour le ressort à vide. 


En déduire la longueur maximale du ressort si à t = 0, v = 


2L et 17 = L A /—. 


□ a. E p = kx(x - /„) 
[7 C. / ma x — 2l v 


1 1 

□ b. E p = -k(x - l v f 

O d- ^max = h (l + V 2 ) 


13 


Un satellite de masse m assimilé à un point matériel est sur une trajectoire 
plane dans le plan équatorial terrestre ; il est soumis à la force de gravitation 
— > mgoRp 

F = -r-4- u p en coordonnées polaires dans ce plan (R j est le rayon terrestre, 

P~ 

go est la norme du champ de gravitation à la surface de la Terre). Déterminer 


Enoncée 



le travail élémentaire ôWy et en déduire l’énergie potentielle dont dérive F en 
considérant qu’elle est nulle à très grande distance. 


Le satellite de la question 13 est sur une trajectoire circulaire de rayon R. En 
appliquant le principe fondamental de la dynamique, déterminer sa vitesse et en 
déduire l’expression de son énergie mécanique. 




Voir corrigés page 163 











Equilibres 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• La détermination de la position d’équilibre d’un système 

• L’étude de sa stabilité 

• L’équation du mouvement au voisinage d’une position d’équilibre 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations Dans tout le chapitre le référentiel d’étude est supposé galiléen. 
g désigne le champ de pesanteur, considéré comme uniforme et constant. 

On note O l’origine du repère, (ïi* x , les vecteurs unitaires du repère cartésien lié 
au référentiel d’étude, (Tï* p ,l?g,~u?j les vecteurs unitaires du repère local cylindrique. 



Conditions d’équilibre 


□ V DF a. Si la somme des forces est nulle un système est nécessairement 
en équilibre. 


□ V DF b. Quand les forces sont conservatives, on peut déterminer la posi¬ 
tion d’équilibre grâce à l’énergie potentielle. 



Équilibre stable 


□ V DF a. Un équilibre est d’autant plus stable que son énergie potentielle 
est grande. 


□ V DF b. Dans le cas de forces conservatives, si on écarte légèrement un 
système d’une position d’équilibre stable, il tend à effectuer des oscillations au¬ 
tour de cette position. 
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Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


Deux points A et S de l’axe horizontal Ox sont distants de D. Un point matériel 

D 

M de masse m est relié à A par un fil inextensible de longueur L > — et à B par 

un fil inextensible de même longueur L. On note Ta la tension exercée sur M par 
le fil accroché en A et T b la tension exercée sur M par le fil accroché en B. On 
suppose la masse des deux fils négligeable. À l’équilibre : 

mgL 


□ a. 

fl 

_ mg 

2 

□ b. 

fl 

- 

□ c. 

fl 

mgL 

D 

□ d. 

fl 

= 


2 D 


mgL 


V4L 2 - D 2 


Un point matériel M de masse m est suspendu à un ressort de raideur k et de 
longueur à vide l v ; déterminer la longueur du ressort à l’équilibre l eq et la période 
des oscillations autour de la position d’équilibre. 


n , _ , 

I— ' *eq *v 7 


□ c. T = 2n a!- 

m 


mg 

□ b. l eq = l v + 


□ d. T = 2n J- 
k 



Un point matériel M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par 
rapport à l'horizontale. Déterminer les composantes de la réaction à l’équilibre. 


□ a. \R n \ = mgsma □ b. \R n \ = mg cos a 

□ c. \R,\ = mg sin a O d, \R t \ = mg cos a 



Un point matériel M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par 
rapport à l'horizontale. Il est fixé au bout d’un ressort de raideur k et de longueur 
à vide l v dont l’autre extrémité est le point O en haut du plan. Les frottements 
sont supposés négligeables. Déterminer la longueur du ressort à l’équilibre l eq et 
le module de la réaction |7? Il exercée par le support. 


O a. l eq — l v + 


mg sin a 


□ c 


•PI 


__ , mg cos a 

O b. l eq — l v -t- - - 


= mg sin a 


□ d. 


R 


= mg cos a 
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Deux ressorts de masse négligeable, de raideur k et de longueur à vide — sont 

l v 

fixés entre 2 points A et S de l’axe Ox horizontal d’abscisses respectives et 
l v 

—. On ajoute entre les deux ressorts un point M de masse m. 

Pour quelle valeur de m la longueur totale du ressort à l’équilibre est-elle égale 


□ a. m = 


kl v 
2 g 


□ c. 


m = 


kl v x[5 
6 g 


□ b. m = 


kl v 
3 g 


□ d. m = 


kl v V5 

5g 



Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. Il 
est lié à un ressort de raideur k et de longueur à vide /,, dont l’autre extrémité 
est fixée en A sur l’axe Oz vertical, à une distance H au-dessus du point O. On 
suppose qu’il n’y a pas de frottements. Déterminer la valeur x eq à l’équilibre dans 
le cas où l v < H. Étudier la stabilité de l’équilibre à l’aide d’un raisonnement 
énergétique. 


□ a. x eq = 0 □ b. x eq = J H 2 - il 

O c. L’équilibre est stable. □ d. L’équilibre est instable. 



Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. Il 
est lié à un ressort de raideur k et de longueur à vide /,, dont l’autre extrémité 
est fixée en A sur l’axe Oz vertical, à une distance H au-dessus du point O. On 
suppose qu’il n’y a pas de frottements. Déterminer la position d’équilibre stable 
dans le cas où l v > H. 


□ a. x eq = 0 □ b. x eq = /,; 

□ c. x eq = yjl 2 - H 2 □ d. x eq - yjl 2 + H 2 


10 


Un point matériel M de masse m est fixé à l’extrémité d’un fil inextensible de 
longueur L. Sa position est repérée grâce à l’angle 8 entre l’axe Oz vertical des¬ 
cendant et le vecteur OM. Le point M est lâché sans vitesse initiale. Déterminer 
la fréquence / des petites oscillations autour de la position d’équilibre stable. 


□ a. f = 

□ c. f = 



□ b. f = 2n. 

□d. f=±- 
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Un point matériel M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par 
rapport à l’horizontale. Il est fixé à l’extrémité d’un fil inextensible de longueur L 
dont l’autre extrémité est un point O en haut du plan. Les frottements sont sup¬ 
posés négligeables. Déterminer la tension du fil à l’équilibre et la pulsation des 
petites oscillations autour de la position d’équilibre. 


□ a. 


□ C. LO o = 


= mgsma □ b. ||~T 
□ d. ù)o = 


= mg cos a 


gsm a 


g cos a 


Un point matériel M de masse m peut se déplacer le long d’un profil ondulé 


d’équation z - - cos|27r-jJ, l’axe Oz étant dirigé suivant la verticale as¬ 

cendante et l’axe Ôx étant horizontal. Déterminer les valeurs de x correspondant 
à des positions d’équilibre stables ainsi que la période T des oscillations autour 
de ces positions. On supposera qu’il n’y a pas de frottements. 


□ a. x - nA avec n € 


□ c. T = 2n- 


g 


□ b. x - | n + - | A avec n e : 


□ d. r = 


yfgb 


Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. Il n’y 

k c 

a pas de frottements. Son énergie potentielle est de la forme E„ = —--où k 

2x L x 

et c sont des constantes positives. Déterminer la position d’équilibre repérée par 
x eq et étudier sa stabilité. 


O a. x eq - 


d b. x eq — 

c 


□ c. L’équilibre est stable. □ d. L’équilibre est instable. 


Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Oxhorizontal. Il n’y 

1 2 c 

a pas de frottements. Son énergie potentielle est de la forme E v - -kx + - où k 

2 x 

et c sont des constantes positives. Déterminer la position d’équilibre repérée par 


x eq 


et la pulsation des petites oscillations autour de la position d’équilibre. 


n i 2c 

D a. x eq — | ~r~ 


_ 2k 

n c. ùj 0 = o — 

V m 


□b. x eq - y 


,, 3k 

□ d. coq — O — 

V m 


Voir corrigés page 170 
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Oscillateurs 


/ 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Oscillateur harmonique en régime libre. 

• Oscillateur amorti en régime libre. 

• Oscillateur en régime forcé. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations Dans tout le chapitre, k est la raideur du ressort, l, sa longueur à vide. 



Oscillateurs harmoniques 


□ V DF a. Soit un point matériel de masse m suspendu à un ressort. Comme 
pour le mouvement horizontal sur un guide sans frottement, la période des oscil¬ 
lations verticales est égale à 2k 



□ V DF b. Soit un point matériel accroché au bout d’un fil inextensible de 
longueur L. Le point matériel est lâché sans vitesse initiale. On suppose que le fil 
reste tendu et que la résistance de l’air est négligeable. L’équation différentielle 
pour les petites oscillations au voisinage de la position d’équilibre stable est 
d 2 9 q 

alors : —- + —9 = 0. 
dt 2 L 



□ V DF c. L’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique est proportion¬ 
nelle à l’amplitude des oscillations. 

Oscillateurs amortis 


□ V DF a. L'amplitude des oscillations libres d’un oscillateur réel décroît à 
cause des frottements. 
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□ V DF b. L'amplitude des oscillations forcées d’un oscillateur amorti est 
maximale quand la force appliquée a pour fréquence la fréquence propre du 
système. 
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Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



Deux ressorts de même longueur à vide /,, et de même raideur k sont mis bout 
à bout. Le premier ressort est fixé au point O , origine du repère. Le deuxième 
ressort est fixé au point A de l’axe horizontal O.x. La distance OA = L entre les 
deux extrémités est fixe. Un point matériel M de masse m est accroché au point 
de jonction des deux ressorts et se déplace sans frottement sur l’axe O.x. Soit 


cj\ = -k —. La pulsation propre de l’oscillateur harmonique obtenu est : 
m 


□ a. -1 □ b. De. V2mi □ d. 2aq 

2 V2 


Deux ressorts de même longueur à vide /,, et de même raideur k sont mis bout à 
bout. Le premier ressort est fixé au point O , origine du repère. Un point maté¬ 
riel M de masse m est fixé à l’extrémité de l’ensemble et se déplace sur l’axe Ox 


horizontal. Il n’y a pas de frottements. On pose co\ 
de l’oscillateur harmonique obtenu est : 



La pulsation propre 


□ a. □ b. -i De. V2mi H d. 2aq 

2 V2 



Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est 
soumis à l’action d’un ressort de raideur k accroché en O. Sachant qu’à t = 0 
l’allongement du ressort est égal à b et que le point matériel est lancé avec une 
vitesse initiale vq, déterminer l'amplitude A des oscillations. 


n a. A = b n b. A = — 

COQ 


ne. A = b H—— 

ÙJQ 


nd. A = 




Déterminer l’énergie du système de la question 5 en fonction de l’amplitude A 
des oscillations. 


n a. Em = 2kA 

1 0 

n c. E m - -kA 


n b. E m = — 

n d. E m = 2 kA 2 
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Enoncée 


14 Oscillateurs 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est 
soumis à l’action d’un ressort de raideur k accroché en un point A de l’axe Ox. 
À t = 0 l’allongement du ressort est nul et le point matériel est immobile. On 

r f 

posera coq = \ —■ Pour t > 0 le point A est animé d’un mouvement horizontal : 

V m 

xa = b s in (tut) avec par hypothèse tu ri o>o. Déterminer l’équation différentielle 
du mouvement sachant qu’il n’y a pas de frottements. 


_ drx , 2l 
□ a. — + ù)~ ü x = ùj q I v 


d 2 x 

dt 2 


□ b. + üj^x = Wq (b sin (tut) + /„) 


d~x 2 2 drx 22 2 

□ c. —7 + cüqX = (o ( b sin (cot) + l v ) □ d. + m 0 .r = cu'b sin (cot) + lo^I v 


En reprenant les hypothèses de la question 7, déterminer l’élongation du ressort 
X(t) = x(t) - l v . 

bojQ (m sin u>ot - u >0 sin u>t) 


□ a. X(t) = 


□ b. X(t) = 


O c. X(t) = 


□ d. X(t) = 


U) 2 + LO 2 

bco 0 (m sin u>ot + u>q sin ot) 

U) 2 + LO 2 

bojQ (co sin oj()t + oj 0 sin ot) 

1 2 

(x) L ~ COq 

beu 0 (m sin a>o t - u>o sin ojî) 

9 2 

(x) L - coi 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est 
soumis à l’action d’un ressort de raideur k accroché en O ainsi qu’à une force 
de frottement fluide / = -au. Écrire l’équation du mouvement, la mettre sous 

yjkm 

forme canonique et en déduire suivant la valeur de < 2 o --la condition pour 

a 

qu’il y ait des oscillations amorties. 

O a. Qo < j □ b. Q 0 > \ 

^ c. Q a < — □ d. Qo > -i- 

V2 V2 

Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est 
soumis à l’action d’un ressort de raideur k accroché en O ainsi qu’à une force de 
frottement fluide / = -cêv avec a = Vkîri. Sachant qu’à t - 0 l'allongement 


© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit 



du ressort est nul et que le point matériel est lancé avec une vitesse initiale vo, 
déterminer l’allongement du ressort en fonction du temps. 


□ a. X(t) = 

□ c. X(t) = 


2vo . 

-e 2 sin 


V3m 0 

vq 

V3 Lü 0 


V3cuo t 


_ Vf) " 0 * , 

□ b. X{t) = —e 2 sin 
a>o 


V3mo t 


“O' 

e 2 


sh ( VIcuo t) 


□ d. X(t) - e 2 sh(V3mo?) 

V3 m 0 V ’ 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est 
soumis à l’action d’un ressort de raideur k accroché en O ainsi qu’à une force de 
frottement fluide / = -av avec a = 4 Vkiîi. Sachant qu’à t = 0 , l’allongement 
du ressort est nulle et que le point matériel est lancé avec une vitesse initiale vq, 
déterminer l’allongement du ressort en fonction du temps. 


□ a. X(t) = 


2vp 
V3 a>o 

vo 


e~ 2ùJot sin 


V3 aj 0 t 


vo 


□ b. X(t) = —e 

OJ 0 
2v 0 


-2cl>oI 


sin 


□ c. X(t) = -^— e - 2wot sh f V3 □ d. X(t) = 
V3m 0 V ’ 


V3 a>o 


-2ai 0 t 


V3mo t 


sh ( V3mo?) 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est 
soumis à l’action d’un ressort accroché en O ainsi qu’à une force de frottement 
fluide / = -av et à une force F = F o cos(cot)u x . On pose X = x - l v et 
X(t) = Xq exp (j(u>t + (f )) et Xo - Xq expÉcrire l’équation du mouvement et 
en déduire la relation vérifiée par Xq. 


□ c. Xq (k 


(k + oj 2 m + ajoj ) 

) = F 0 

□ b. Xo ( k - arm + ajmj 

[ic + co 2 m + acoj 

= F 0 

H d. Xq (k - oj 2 m + aajj - 


Déterminer la condition de résonance d’élongation pour l’oscillateur décrit à la 
question 12. 


«i frnk 

□ a. a < a / — 


r-, , / 

□ b. a > a/ — 


□ c. a < V 2 m& □ d. a > V 2 mk 


Déterminer la pulsation de résonance de vitesse co i pour cet oscillateur. 

_ [2k fi* 

□ a. lo\ = a/— □ b. u>i = a/ — 

V m V m 


_ k k a 2 

Dc.(üi=J— nd.coi = J -— 

V 2m V m 2m 1 


Voir corrigés page 178 
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Théorème du moment 
cinétique 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Moment d’une force 

• Moment cinétique d’un point matériel 

• Théorème du moment cinétique 

• Application aux forces centrales 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Moment d’une force 


□ V DF a. Le moment par rapport à un point A d’une force F appliquée à 
un point matériel M est défini par M,\ = AM A F. 


□ V DF b. Le moment par rapport à un point A d’une force F appliquée à 
un point matériel M ne dépend que de la norme de la force et de la distance AM. 


□ V DF c. Le moment par rapport à un point A d’une force F appliquée à 
un point matériel M donne une indication sur le sens de la rotation autour de A 
induite par la force F. 



Moment cinétique 


□ V DF a. Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m par 
rapport à un point A est défini par L A = mv A AM. 

□ V DF b. Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m par 
rapport à un axe A de vecteur unitaire u et passant par le point A est défini par 
Fa = Fa . u. 
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□ V DF c. Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m par 
rapport à un axe A de vecteur unitaire m ne dépend pas du point de l’axe choisi 
pour effectuer le calcul. 


3 


Théorème du moment cinétique 


□ V DF a. D’après le théorème du moment cinétique dans un référentiel 
galiléen, la dérivée du moment cinétique par rapport à un point A quelconque est 
égal à la somme des moments des forces par rapport à A. 


□ V DF b. Si les droites d’action de toutes les forces appliquées à un point 
matériel M passent par le point A fixe du référentiel d’étude galiléen, il y a 
conservation du moment cinétique de M par rapport au point A. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


^ Déterminer en coordonnées cylindriques la composante L z du moment cinétique 
d’un point matériel M de masse m par rapport à l’origine O du repère. 


_ 7 d6 

□ a. L z = mp— 

_ r (de 

□ c. L, = mpl- 


□ b. L z = mp — 


2 d6 

dt 

_ , r .de 

□ d. L- = m\p— 

1 dt 


Un point matériel M de masse m est fixé au bout d’un fil inextensible de masse 
négligeable et de longueur 1. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O 
fixe. Déterminer le moment Mo par rapport à O de la tension T du fil et le 

moment M' 0 du poids mg. On fera intervenir l’angle 0 entre le fil supposé tendu 
et la verticale Ox descendante. 


□ a. Mo = 0 

□ c. M' 0 = mgl sin 6 7 Z 


□ b. M 0 = 


PI 


i cos e u- 


O d. M' 0 = -mgl sin 6 u z 


Déduire des deux questions précédentes l’équation différentielle du mouvement 
de M dans le cas d’un mouvement circulaire de rayon /. 


d 2 e 

0a -'sr 


g sin e = 0 


d 2 e 


g cos e - 0 


d 2 e d 2 e 

□ c. /—r-+qsin0 = O D d, /—-+qcos0 = O 

dt 2 dt 2 
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Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse 
négligeable et de longueur l. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O 
fixe. M se déplace sans frottement sur un cône d’axe vertical Oz, de sommet O , 
de demi-angle au sommet a. 



On suppose que le fil reste tendu au cours du mouvement et que le point matériel 
reste en contact avec le cône. Soit oo la vitesse angulaire de rotation de M autour 
de l’axe Oz . Déterminer le moment cinétique de M par rapport à Oz- 

□ a. L z = ml 2 lo sin a □ b. L z = ml~a> sin 2 a 

□ c. L z = m (Z sin a) 2 co □ d. L z = m (Z cos a) 2 co 



Dans la configuration de la question 7, déterminer le moment M z de la réaction 
du support et le moment Mi du poids par rapport à l’axe Oz- 


□ a. M z = 0 □ b. M z = || 7 ? || / tan a 

□ c. Mi = 0 □ d. Mi = mgl sin a 



Déduire des deux questions précédentes les caractéristiques du mouvement du 
point matériel M. 

□ a. mouvement uniforme □ b. mouvement oscillatoire 

□ c. mouvement circulaire □ d. mouvement parabolique 


Soit un point matériel M de masse m soumis à un ensemble de forces dont la ré¬ 
sultante F passe par le point fixe O. On suppose qu’à l’instant initial, la vitesse Lo 

- > 

de M est perpendiculaire à la direction du vecteur OMq, et on appelle xOy le plan 
contenant ces deux vecteurs. Ultérieurement, on note r = OM, 8 l’angle polaire 
des coordonnées cylindriques et v la norme de la vitesse. 

□ a. la trajectoire est plane D b. la trajectoire est circulaire 


□ c. v = 


OM o 


ri) 


de 

□ d. — 

dt 


OM 0 


vo 
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Théorème du moment cinétique 


Déterminer l’énergie cinétique Eq du point matériel décrit à la question 10. 

, _ » 9 . r, . ,9 ._.O 


1 (dr 
□ a . £c = - m - 


□ c. Er = —m 
2 


dr 

dt) +V °(OM 0 ) 2 


□ b. Er = -m 
2 


□ d. Er = -m 
2 


fl-» 


{OMq ) 2 


dr | 2 

dt I V ° 


+ 


PI 


Le point matériel décrit à la question 10 est soumis à une résultante des forces 

de la forme F = a —Déterminer l’énergie potentielle Ep de M en la prenant 

r 3 

nulle à l’infini par convention. 




□ c.£ P = -- 

r 


□ d. E P = - 
r 


Déduire des questions 11 et 12 l’énergie potentielle effective Ep e ff du point M. 
On posera OMq = ro- 

_ t rl a „ 7 rl a 

□ a. Epeffir) = mvl— + - □ b. E Peff (r ) = mv 2 0 — - - 


□ c. E Peff {r) = mv 2 0 + 7 a d - £ ^//( r ) = mü l ^2 


r 

a 

r 


0 


-> OM 

Dans le cas ou F - a —— avec a < 0 : 

r i 


□ b. La force est répulsive. 


□ a. La force est attractive. __ r _ 

□ c. E Pe ff{r) présente un maximum. □ d. E Pe ff(r) présente un minimum. 

riôr 

A l’instant t = 0, vq = , I-. Déterminer l’énergie potentielle effective initiale, 

V mro 

l’énergie mécanique et la forme de la trajectoire de M. 

□ a. E m = 0 □ b. E m = -— 

2 r 0 

□ c. trajectoire circulaire □ d. trajectoire parabolique 
Voir corrigés page 186 
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Mouvements dans 
un champ newtonien 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Force gravitationnelle et énergie potentielle de gravitation. 

• Nature de la trajectoire. 

• Trajectoires circulaires et elliptiques, lois de Kepler. 

• Interaction coulombienne. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
Les questions 8 , 10, 11, 12 et 13 ne sont pas au programme de PTSI. 


Notations. Pour toutes les applications numériques demandées, on prendra les va¬ 
leurs approchées : go = 9,81 m • s' 2 (accélération de la pesanteur à la surface de la 
Terre), R j = 6 371 km (rayon terrestre), Tq = 23 h 56 min (durée du jour sidéral). 

On note G la constante de gravitation universelle et Mj la masse de la Terre. 


MPSI. On rappelle que l’équation d’une ellipse en coordonnées cylindriques est de 

la forme p =---avec e < 1, Taxe polaire Ox étant orienté du foyer O vers le 

y 1 + ecos 6 F J 

périgée (p est le paramètre de l’ellipse, e est l’excentricité). 

t de î 

Si c = p ~— est la constante des aires et u = -, l’accélération radiale est égale à 
dt p 

2 -i (d 2 u \ 

fl p = -c u~ I —7 + uj (formule de Binet pour l’accélération). 


Déterminer l’expression de l’énergie potentielle d’un point matériel de masse m 
soumis à l’attraction d’une planète de masse Mp. On notera r la distance entre le 
centre de la planète et le point matériel. 


□ a. Ep = - 

□ c. E P - - 


GmMp 

r 

GmMp 


□ b. E P = 
n d. Ep = 


GmMp 

r 

GmMp 
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Un satellite est en mouvement circulaire autour de la Terre. Le rayon de son 
orbite étant égal à R, déterminer sa vitesse v dans le référentiel géocentrique. 


g o 


go 


□ a. v = R t J— nb. v = R t , — 


R 


2 R 


1 go 


□ c. v = RJ ^ □ d. v = RJ-£ L 


Rf 


2g 0 


Rj 


Déterminer l’énergie Em d’un satellite de masse m sur une orbite circulaire de 
rayon R autour de la Terre. 


□ a. Em - ~m 


□ c. Em = ~m 


goRf 

~W 

2g 0 R] 

R 


□ b. Em = -m 


□ d. Em = ~m 


goRj 

R 

goR T 

y/2R 


Quelle est la relation entre la période de révolution T d’un satellite sur une orbite 
circulaire autour de la Terre et le rayon R de cette orbite ? 


'7T\ 2 Rp 

□ b. T 2 = 

1 2ir \ 

2 r>3 

K j 

,RJ 

go 


\Y J 

go 

TT \ 2 R 3 


12Y 

r R 2 


□ d. T 2 = 

I —— 

— 

R t > 

1 go 


\r T} 

1 go 


Déterminer la période de révolution T et l'altitude h par rapport au niveau de la 
mer d’un satellite géostationnaire. 

□ a .T - 24 h □ b. T = Tq - 23 h 56 min 

□ c. h = 35,8 • 10 6 m □ d. h = 42,1 • 10 6 m 

D’où vaut-il mieux lancer un satellite artificiel ? 

□ a. d’un des pôles □ b. d’un des tropiques 

□ c. de l’équateur □ d. Cela n’a pas d'importance. 

Quelle est, dans le référentiel géocentrique, la vitesse v / de libération d’un satel¬ 
lite? 

□ a. vi — 178 m • s -1 □ b. vj = 356 m • s^ 1 

□ c. vi = 7,9 km • s^ 1 □ d. vj = 11,2 km • s -1 
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Enoncée 


Mouvements dans un champ newtonien 



Un satellite est sur une trajectoire circulaire autour de la Terre. Que se passe-t-il 
si on double sa vitesse sans changer sa direction au moment du passage en un 
point Mq ? 


□ a. La trajectoire devient elliptique, de périgée Mq. 

□ b. La trajectoire devient elliptique, d’apogée Mq. 

O c. La trajectoire devient parabolique, de sommet Mq. 

□ d. La trajectoire devient hyperbolique, de sommet Mq. 


Déterminer le rapport des masses Mp de la Terre et Ms du Soleil, sachant que 
la période de révolution de la Terre autour du Soleil est T\ = 365,25 jours et 
que celle de la Lune autour de la Terre est Ti = 27,32 jours. On considérera des 
trajectoires de rayon moyen R \ - 149,6 • 10 6 km pour la Terre autour du Soleil 
et de rayon moyen 7U = 384,4 • 10 3 km pour la Lune autour de la Terre. 


□ a. 


□ c. 


“U u 

Mj 

M s 

TT = 3 ’ 3 
Mj 


10 5 


10 5 


□ b. 


□ d. 


= 2.2 ■ 

M T 

- 4,4 
M T 


10 5 


10 5 


L’orbite terrestre autour du Soleil est une ellipse d’excentricité e = 0,0167. Dé¬ 
terminer le rapport des vitesses de la Terre vp au périhélie (point de l’orbite le 
plus proche du Soleil) et va à l’aphélie (point le plus éloigné du Soleil) dans le 
référentiel héliocentrique. 


□ a. — = 1,068 

va 

□ c. — = 1,017 


□ b. — = 1,034 

va 

□ d. — = 0,967 


va v a 

Un satellite artificiel de masse m est lancé depuis un point Mq tel que OMq = 
vq ; sa vitesse dans le référentiel géocentrique est orthoradiale et de norme vq 
égale à la moitié de celle qui lui donnerait une trajectoire circulaire à partir de la 
même position initiale. Déterminer l’énergie mécanique et le moment cinétique 
du satellite dans le référentiel géocentrique. 

□ a. Em = ~mRÏ— □ b. E M = -^-mR 2 T — 

8 tq 8 r 0 

7/7 

□ c. Lq = mR T Vriido □ d- Eq = —R T sjrôgô 

Déterminer le paramètre p de la trajectoire du satellite décrit à la question 11. 

ri) 
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En utilisant les caractéristiques de la vitesse au périgée et à l’apogée d’une tra¬ 
jectoire elliptique, établir la relation entre l’énergie et le demi grand axe pour un 
satellite de masse m en mouvement autour de la Terre. 


□ a. a = 


□ c. a ~ - 


nigoR-j, 

mqnR-L 

□ b. a- T 

2 E 

x/2E 

mgoR^. 

\l2mc/()R 

□ d. a- 

E 

E 


Soient deux particules chargées : la première fixe, de charge Q > 0, située à 
l’origine O du repère, la deuxième mobile, de charge q > 0. À l’instant initial, 
la charge mobile, située sur l’axe Ox à une distance D de la charge fixe, a une 
vitesse Vq parallèle à Ox et dirigée vers l’origine. Déterminer l’énergie Em de la 
charge mobile et la nature de la trajectoire. 

1 t /2 

—tiiv r- 

2 


□ a. 


E m = -mVç 


AksqD 
□ c. trajectoire rectiligne 




□ d. trajectoire hyperbolique 


Avec les hypothèses de la question précédente, déterminer la distance minimale 
d’approche d m . 


□ a. d m = 


O C. dm — 


D 


1 + 2n£oD mV 2 
qQ o 


D 


1 + ZSgmV, 2 


qQ '""0 
Voir corrigés page 193 


O b. dm 
□ d. d m 


D 


1 + 4ne ° D mV 2 

1 q Q mV 0 


D 


1 + ÏBEmV 2 

2 qQ " l V 0 
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Cinématique 
du changement 
de référentiel 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les notions de référentiel absolu et de référentiel relatif. 

• Les lois de composition des vitesses et des accélérations. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations. Dans tout le chapitre, on notera R a le référentiel absolu (supposé fixe) et 
R, le référentiel relatif, en mouvement par rapport à R a . 

OXYZ est un repère orthonormé direct lié à R„ (vecteurs de base I, J, K), O'.xyz est 
un repère orthonormé direct lié à R r (vecteurs de base i, j, k). 

On étudie le mouvement d’un point matériel M par rapport à l’un et l’autre de ces 
référentiels. 

On note P le point coïncidant au point M. 

On appelle vitesse v a (accélération a a ) absolue la vitesse (l’accélération) par rapport 

à R a - 

On appelle vitesse v r (accélération a r ) relative la vitesse (l’accélération) par rapport 
à R r . 



Composition des vitesses et des accélérations 


□ V DF a. Le point dit « coïncidant » P est un point fictif immobile dans 
le référentiel absolu et dont la position à un instant donné est la même que celle 
de AT. 
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□ V DF b. Quand R, est en translation, le point coïncidant P est forcément 
en mouvement rectiligne dans R a . 

D V DF c. La vitesse absolue de M est la somme de sa vitesse relative et de 
la vitesse absolue du point coïncidant (vitesse d’entraînement). 

DV DF d. L’accélération absolue de M est la somme de son accélération 
relative et de l’accélération absolue du point coïncidant (accélération d’entraîne¬ 
ment). 



Référentiel relatif en translation par rapport à R a 


DV DF a. La vitesse d’entraînement est la même pour tout point en mou¬ 
vement par rapport à R r . 


DV DF b. L’accélération d’entraînement est la même pour tout point en 
mouvement par rapport à R r . 



Référentiel relatif en rotation autour d’un axe fixe dans R a 


DV DF a. La vitesse d’entraînement est la même pour tout point en mou¬ 
vement par rapport à R, . 


DV DF b. L’accélération d’entraînement est la même pour tout point en 
mouvement par rapport à R r . 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 


^3 R, est en translation rectiligne accélérée par rapport à R a et 00' - cet 1 K où 
a a une valeur constante positive. On choisit les mêmes vecteurs de base dans 
les deux référentiels. La vitesse relative vaut v r = atl avec a une constante. 
Déterminer la vitesse absolue et sa norme. 

D a. v a = atl + cet K D b. v a = at I + 2 cet K 
De . v a = (a + à) t Dd. = l a/4 a 2 + a 2 



Pour le mouvement décrit à la question 4, déterminer l’accélération absolue et sa 
norme. 


D a. a a = 2aK + a I 

De. a a = V« 2 + 4 a 2 


D b. a a = a K + a I 
D d. a a - a + 2a 
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Enoncée 


Cinématique du changement de référentiel 


Un point matériel M se déplace dans le sens trigonométrique sur un cercle de 
centre C et de rayon R à la vitesse i>o constante par rapport au cercle. Le cercle 
se translate le long de l’axe OZ à la vitesse V\ = a\tK, a\ étant une constante. 

CM 


R 


Le plan du cercle reste à tout instant parallèle au plan XOY. On notera u = 

et uj = K A u. Déterminer la vitesse absolue et sa norme. 

□ a. v a = vq u + a\tK □ b. v a = vqw + a\tK 

□ c. R= a/^o ) 2 + (a\tf nd. p|| = \vQ + oc x t\ 

Pour le mouvement décrit à la question 6, déterminer l’accélération absolue et sa 
norme. 

2 2 

_> -» V 0^> 

□ a. a a = a\K —— u O b. a a = a\K + —w 

R R 


□ c. Ilfl^ll = a/ctt + nd. Ilôtll = 


5 

R 2 


v o 

a i- 

R 


R, est en rotation d’axe OZ par rapport à R a de vecteur rotation 7o = eu K où 
ou a une valeur constante. L’axe Ox lié à R, est perpendiculaire à K. La vitesse 
relative vaut v r = (vq + at) i avec vq et a deux constantes. À t = 0, le point M 
est sur l’axe Ox à une distance D du point O. Déterminer les composantes de la 

vitesse absolue sur le repère | i, j, k j. 

□ a. v ax = vq + at + coD 


O b. v ax = vq + at 


□ c. v ay = |d + v 0 t + %- J (X) □ d. Vaij = (v 0 t + at 2 ) 


LJ 


Pour le mouvement décrit à la question 8 , déterminer les composantes sur le 
repère ( i, j, k \ de l’accélération absolue. 


at~ \ o 

□ b. a ax - a - \ D + vot + — \ tu 


□ a. a ax = a + 2cj(vq + at) 


at- 


CS c. a aiJ = - \ D + vot + —J LJ" □ d. a aiJ = 2cj(vq + at) 

Un cerceau de centre C et de rayon R roule sans glisser sur le plan horizontal 
XOY, C décrivant une trajectoire circulaire de rayon b à vitesse Vc constante 
dans le sens trigonométrique direct par rapport à l’axe Oz- Soit B le point de 
contact avec le plan OXY. Le cerceau reste à tout instant dans un plan vertical. 
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1 Cinématique du changement de référentiel 


On choisit comme référentiel relatif un référentiel en rotation uniforme d’axe 

V c -> ÔB -> -» -» 

OZ, de vitesse angulaire Q = —. On notera i =- et / = K A i. Soit D le 

b b 

point du cerceau diamétralement opposé à B. 

□ a. le mouvement relatif de D est circulaire de rayon b. 

□ b. le mouvement relatif de D est circulaire de rayon R. 

V c 

□ c. la vitesse angulaire du mouvement relatif est égale à — 

V c 

□ d. la vitesse angulaire du mouvement relatif est égale à — 

b 


Les questions 11 à 13 utilisent les hypothèses de la question 10. 


Déterminer les composantes de la vitesse absolue de D. 

□a. t a = 2Vcl nb. ta = Lc(7 +^) 

□ c. ~ü a - V c t] -Ærj □d.^=0 

Déterminer les composantes de l’accélération absolue de D. 

3V 2 ^, V 2 —> 

□ a .% = -- i - —K O b.'a a = -4— i 

b R R 


□ c. a a = 0 


□ d. Cla = -- 


3 Vl 


Vi 


, * + -7T K 

b R 


Déterminer les composantes de l’accélération absolue de B. 


V 2 ^ V 2 
v c~? c 


V 2 . v 2 

v c~? , v c~ 


□ a. a a = i H- K □ b. a a = —— i + — K 


b 


R 


□ c. a a = 0 

Voir corrigés page 199 


R 

. 2 V 2 ^ 

□ d. a„ = —- i 


b 
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Référentiels 
non galiléens 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les référentiels en translation ou en rotation à vitesse angulaire constante par 
rapport à un référentiel galiléen. 

• Les forces d’inertie d’entraînement et les forces d’inertie de Coriolis. 

• Le référentiel terrestre. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations. Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, le référentiel galiléen sera 
noté R et le référentiel en mouvement R'. 



Généralités 


□ V DF a. Dans R' en translation rectiligne uniforme par rapport à R, les 
forces d’inertie sont nulles. 


□ V DF b. Dans R' en rotation par rapport à R, la force d’inertie d’entraîne¬ 
ment est centripète. 

□ V DF c. Dans R' en rotation par rapport à R, tous les points subissent la 
force d’inertie de Coriolis. 


□ V DF d. Le référentiel géocentrique a un mouvement de rotation par rap¬ 
port au référentiel héliocentrique. 

□ V DF e. C’est Léon Foucault qui a mis en évidence expérimentalement 
que le référentiel terrestre n’est pas galiléen. 
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Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 

Les questions 9 à 13 seront traitées comme un approfondissement du cours. 



On considère un wagon (référentiel R') auquel est lié le repère ( O , x, y, z) avec 
le plan Oxy horizontal et l’axe Oz orienté vers le haut. Le référentiel R' se dé¬ 
place avec une accélération constante a = -au x par rapport au référentiel R. 
Une personne fixe en O dans R’ lance une balle (masse m) verticalement depuis 
le point O avec une vitesse initiale pq - vqu z . Déterminer la force d’inertie d’en¬ 


traînement fj e et la force d'inertie de Coriolis f c s’exerçant sur la balle dans R'. 


O a. f e = —mau x □ b. f e = mau x 
□ c. fie — 0 □ d. f c = -2 maxu y 


3 


Établir les équations x(t) et z,U) du mouvement pour la masse précédente dans R'. 

al - 

□ a. x = 0 Hb. x = — 

gt 2 gt 2 

Oc. z = —— + v 0 t Od.z = ~ — 


| | Un ressort (k, (q) est attaché à un point O fixe. Un point M de masse m est attaché 
à l’extrémité libre du ressort. L’axe Ox est en rotation à la vitesse angulaire <o 
constante autour d’un axe Oz vertical. On note R' le référentiel lié à Ox et Oy 
(troisième axe du trièdre direct). 


z 


M x 

nnmnn »—- 

O 

Les forces d’inertie d’entraînement f e et de Coriolis f c s’exerçant sur M dans R 
sont : 

n a. fie = -mio 2 xu x □ b. f e = moj 2 xït K 
O c. fi c = -mojxïiy □ d. f c = 2mojxuy 
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Enoncée 


13 Référentiels non galiiéens 




Déterminer la position d’équilibre de la masse M dans R' . 

□ a. x - —r □ b. x - 4 

k - mu 1 

-kÎQ 

□ c. x e =-- □ d. Il n’y a pas de position d’équilibre. 

k + mu 1 

Établir l’équation du mouvement pour la masse précédente dans R' et l’expres¬ 
sion de la pulsation u' 0 des oscillations. 

□ a. mx + kx = kx' e □ b. mx + (k - mu 2 )x = (k - mu 2 )x' e 

□ c. co' Q = yjk/m □ d. a) q = 'sJ(k — raw 2 )/m 


i On étudie un sismographe constitué d’une tige O'X, sur laquelle est monté un 
point M de masse m relié à un ressort (k, (q). L’axe Oz fixe est lié au référentiel 
galiléen R et l’axe O'X est lié au référentiel R'. Le point O' a un mouvement 
oscillatoire dans R : zo' = ci cos ut. D’autre paît, le point M subit une force de 

frottement visqueux ff = -hXïîx où ïîx est un vecteur unitaire de l’axe O'X. La 

mg cos a 

position d’équilibre lorsque O est immobile est X e - 4 t---. On note 

/C 

T] = X - X e , l’écart par rapport à l’équilibre. 

Déterminer l’équation différentielle vérifiée par tj. 



n a. mi) + hrj + kg = 0 

□ b. mi) — ht] - kg = mau 2 cos a cos ut 

□ c. mi 7 + ht] + kg = mau 2 cos a cos ut 

□ d. mi 7 + ht] + kg = -mau 2 cos a cos ut 
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On cherche des solutions au régime forcé de la forme 77 = // 0 cos(ojl+é). En utili¬ 
sant les complexes, et en posant 77 = go? wt et // = Rc ( 77 ), déterminer l’amplitude 
complexe 770 = t/oc " 4 et son module 770 . 


□ a. 770 = 


□ c. 770 = 


7770 COS TT 

- TU 2 + i—(i) 

m m 

GU? COS TT 




□ b. 770 = 


□ d. 770 = 


aor cos a cos Cctf 

£ / »2 1 ; h .. 

-+ Z — Éc) 

m m 

<2£l) 2 COS Of COS COt 


V(» “ + (m ") 2 



On se place dans le référentiel terrestre non galiléen 7?' en rotation autour de 
l’axe des pôles à la vitesse angulaire Q pai' rapport au référentiel galiléen géo- 
centrique R. On étudie le mouvement d’un point M , de masse m, en un lieu de 
latitude A repéré par les axes Ox (vers l’est), Oy (vers le nord), Oz (verticale du 
lieu passant par le centre de la Terre). On note g l’accélération de la pesanteur 
et //, le projeté du point M sur Taxe des pôles. Faire le bilan des forces s’exerçant 
sur M dans R'. 


□ a. Poids, force d’inertie d’entraînement, force d’inertie de Coriolis. 

□ b. Poids, force d’inertie de Coriolis. 

□ c. Poids, force d’inertie d’entraînement. 



□ d. Poids 


10 


On tire le projectile Ma la verticale avec une vitesse To depuis le point O. Écrire 
les équations du mouvement en projection sur (O, x, y, z). 


□ a. x = 2 Q(y sin A - z cos A) □ b. ÿ = 2 Qx sin A 

□ c. z - 2üx cos A - g □ d. z = 2 Qx cos A 


11 


Après intégration des équations projetées sur Oy et Oz, écrire l’équation diffé¬ 
rentielle pour x. 


□ a. x + 4 ü 2 x = 2Û cos Agt 

□ b. x + 4Q 2 xt(cos A + sin 4) = 2 ügt cos A 

□ c. x + 4ü 2 x - 2Qcos, A(gt - vq) 

□ d. x = 2ü(~z cos A + y sin A)t - 2Qvq cos A 
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13 Référentiels non gaiiiéens 


En négligeant le terme en Q 1 , déterminer les expressions de x et x en fonction 
du temps. 

□ a. x = 2Q cos A [gt 1 - □ b. x = 2Qcosa[^ — uotj 

□ c. x = 2Q cos A (gt 2 - vot 2 ') □ d. x = £2cosdl 1 -^ — vq t 2 


L’instant de retour au sol est t s = 2vqI g ; en déduire la déviation x s suivant Ox et 
celle y s suivant O y en négligeant les termes en Q 2 . 

4 vl 

□ a. x s « 0 □ b. x s - — Q— cos A 

3 g 2 

16 -, vt 

□ c. y s « 0 □ d. y s ^- Q~ — cos A sin A 

3 g* 


Voir corrigés page 205 




Système de deux 
points matériels 
(MPSI) 


19 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les systèmes de deux points en interaction isolés ou non. 

• La notion de référentiel barycentrique. 

• La notion de forces intérieures et extérieures. 

• Le travail des forces intérieures. 

• L’énergie d’un système de deux points et l’énergie potentielle d’interaction. 

• La notion de particule fictive permettant l’étude du mouvement relatif des deux 
points. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Notations. Le référentiel galiléen R est repéré par ( O , v, y, z). 

Dans tout ce chapitre les deux particules seront M\ et AL, de masses respectives m\ 
et m. 2 , de vitesse et Th, d’accélération â\ et T/t... dans R. On notera m = m \ + m 2 la 
masse totale, vq la vitesse du centre de masse G etâc son accélération dans R. 

La force exercée par M, sur Mj est notée 

Dans le référentiel barycentrique R*, toutes les grandeurs auront une étoile en 
exposant. 


1 


Propriétés du référentiel barycentrique 

□ V □ F a. Le référentiel barycentrique peut avoir un mouvement de trans¬ 
lation ou de rotation par rapport à R. 
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Système de deux points matériels (MP5I) 


D V DF b. Le référentiel barycentrique est galiléen. 

D V DF c. Dans le référentiel barycentrique, la quantité de mouvement to¬ 
tale est nulle. 

D V DF d. Dans le référentiel barycentrique, le moment cinétique total est 
indépendant du point par rapport auquel on le calcule. 

DV DF e. Dans le référentiel barycentrique, l’énergie cinétique totale est 
nulle. 



Les forces intérieures : 


D V DF a. La résultante des forces intérieures est nulle. 

D V DF b. Le moment des forces intérieures n’est pas nul. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



Quelle(s) relation(s) vérifie(nt) le centre de masse G ? 

D a. OG = OM\ + OM2 D b. (m\ + m 2 )OG = m x OM\ + m 2 OM 2 

D c. GM\ + GM2 =0 D d. m\GM\ + m 2 GM 2 = 0 


Exprimer la quantité de mouvement totale P et l’énergie cinétique totale E c 
dans R. 

D a. P=m(v\+ 1 ) 2) D b. P = mvo 

D c. E c = \m x v\ + ^m 2 vj D d. E c = \rnv% 

Déterminer l’expression du travail des forces intérieures dW/ nt : 

D a. ÔW int = ■ d APjh D b. ÔW int = f ^ 2 • d M 2 m\ 

D c. ÔW int = f ^ 2 ■ àM x M 2 D d. ÔW int = ./2IÎ • d M 2 m\ 


5 
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Système de deux points matériels (MPSI) 


Énoncée 


On note ôW ext , le travail élémentaire des forces extérieures. Le théorème de 
l’énergie cinétique dans R s’écrit : 


□ a. dE c = ÔW inl + ôW ext 
n c. dE c = ÔW ext 


□ b. d\\mv l G \ = ÔW mt + ÔW ext 


□ d. d 


f 2 i 

É ? m ' v ‘ 


y i 


= 6Wi„t + 6W„ 


Les forces /ï_>2 = -kM\M 2 et /2_> \ = -kM 2 M\ dérivent d’une énergie poten¬ 
tielle. On note E p j nt l’énergie potentielle d’interaction entre M\ et Mn et E pexl 
l’énergie potentielle des forces extérieures. Définir E p j nt et écrire l’expression 
de l’énergie mécanique du système E m . 

□ a. E p int = j k(M x M 2 f 

□ c. Em = E c + 2E 


p,int + E pext 


□ b. E pM = \k{OM x f + \k{OM 2 f 
d d. Em = E c + Ep j n t + E 


p,ext 


On note v la vitesse relative v = v 2 -v x . Exprimer l’énergie cinétique totale 
dans le référentiel barycentrique en fonction de v : 


1 


□ a. E* = -(m i + m 2 )v z □ b. E* - - 


lmi + m 2 7 


r, mim 2 2 

□ c. E* = -y 

777 1 + 7772 


2 77717772 

nj 17* 1 m i m 2 2 

□ d. E = -ir 

2 77?i + 7772 


On définit la particule fictive M dans le référentiel R* par GM = M X M 2 . Quelle 
est la masse équivalente p de cette particule ? 


□ a. q = /??i + 77 ?2 
777 1 7772 


□ C. yU = 


777i + m 2 


□ b. - = — + — 

H 777i 7772 

7??i+ 777 2 

O d. // =--- 


La force / s’exerçant sur la particule fictive est donnée par l’expression sui¬ 
vante : 


Oa. /= /1-2 + fi—ti = 0 □ b. / = /i_ 


Oc. / =/i- 


h- 


od. f =f 2 - 


11 


Le mouvement de M a les propriétés générales suivantes : 

□ a. Il est à force centrale. □ b. Il est rectiligne. 

□ c. Il est plan. □ d. Il est elliptique. 



Système de deux points matériels (MP5I) 


Dans le cas d’une force du type f)^j = 


(■ M iMj) 


MjMj, montrer que l’on peut 


définir une énergie potentielle efficace E e ff pour l’étude du mouvement radial 

de M, où intervient la constante des aires C = r 2 6, avec ~r = GM et 9 la vitesse 
angulaire de M dans la plan du mouvement. Établir son expression. 

k jiC 2 

r 2 r 2 

->2 


□ a. 

F - k + 
eS ~ r 2r 2 

□ b. E e ff 

□ c. 

k C 2 


teff -~- + 2?- 

□ d. E eff 

Voir 

corrigés page 210 



nC z 
2 r 2 








© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigée 


f 


10 Cinématique du point 


VRAI/FAUX 



Soit un point matériel M en mouvement dans un référentiel R. 


□ V XI F a. Un point matériel est un système de petites dimensions. 


La notion de point matériel n’a rien à voir avec la taille ; il s’agit d’un système dont la 
position dans l’espace est parfaitement définie par 3 coordonnées seulement, par exemple 
un solide en translation dans R. 

XIV DF b. La trajectoire de M dépend du référentiel d’étude. 


De manière générale, il faut avant de démarrer l’étude d’un mouvement, préciser dans quel 
référentiel on l’effectue : la notion de mouvement et les caractéristiques de ce mouvement 
changent d’un référentiel à un autre. 

□ V XI F c. L’unité de vitesse est le kilomètre-heure. 


La vitesse est définie par u = 


‘ dÔM ' 
dt 


c’est donc du point de vue des dimensions une 


longueur sur une durée : le kilomètre par heure est une unité usuelle de vitesse, pas le 
« kilomètre-heure » (faute de langage couramment entendue... ) 


□ V XI F d. Si le mouvement est uniforme, l’accélération de M est nulle. 


I La vitesse d’un mouvement uniforme a une norme constante, mais sa direction peut varier, 
donc sa dérivée est non nulle (sauf cas particulier). 



On considère dans le plan xOij les vecteurs de base et ( Ti^,ït ^ (p 

l’angle polaire entre Ox et OM). 

□ v xi F a. «t = cos 9 ■ ï? p + sin 6 ■ ~üg 


OM et 6 est 


Faire un schéma avec les vecteurs («t, et (ï^,, ~u£) dans le cas simple où 0 < 6 < 
6 est l’angle entre lt x et ( 7? x ,Ti^ = — : 


n 
2 ’ 



d’où u x = cos 6 ■ u p - sin 6 ■ ug ; en cas de doute, vérifier pour les cas particuliers 6 — 0 et 
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Corrigée 




□ V 09 F b. Uy — sin 8 ■ u p - cos 8 ■ u p 

Erreur de signe : = sin 8 ■ u’p + cos 8 ■ 

09 V DF c. iip = cos 8 ■ u x + sin 8 ■ u y 

□ V 09 F d. Tig — sin 8 ■ îp . - cos 8 ■ 
Erreur de signe : üg = - sin 6 ■ ï? x + cos 8 ■ ~u y 


| Soit un point matériel M en mouvement rectiligne dans le plan xOy lié à R. 

V DF a. Les vecteurs vitesse et accélération de M ont une direction constante. 

Dans le cas d’un mouvement rectiligne ces vecteurs sont tous les deux colinéaires à la 
trajectoire donc de direction constante. 

□ V 09 F b. Les vecteurs vitesse et accélération de M ont une norme constante. 


I Non, il s’agirait de mouvements particuliers (rectiligne uniforme pour ||l?|| constante ou 
rectiligne uniformément accéléré pour ||~a || constante et non nulle). 

^1 V DF c. Si le mouvement est uniforme, l’accélération de M est nulle. 

C’est vrai ici, puisque le mouvement est rectiligne et uniforme. 

□ V 0J F d. Au moment où M fait demi-tour, son accélération s’annule. 


Quand la vitesse varie, l’accélération est non nulle : c’est précisément le cas lors du demi- 
tour. 



Ne pas croire que si la vitesse s’annule à un instant donné, l’accélération aussi, 
sauf s’il y a arrêt définitif du mobile. 


j Soit un point matériel M en mouvement circulaire de centre O dans le plan xOy lié à R. 
□ V 09 F a. Si le mouvement est uniforme, le vecteur vitesse est constant. 

I Lors d’un mouvement circulaire, la vitesse change de direction, sa dérivée n’est donc pas 
nulle. 


□ V 09 F b. Si le mouvement est uniforme, l’accélération de M est centrifuge. 

\ 2 

I nH 

Lors d’un mouvement circulaire uniforme, a p = —p | 


< 0 et ag — 0 : le vecteur 


accélération est donc dirigé de M vers O, l’accélération est centripète et non centrifuge. 
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Corrigée 


$ V □ F c. Le vecteur rotation Tu est perpendiculaire au plan de la trajectoire. 

—> dQ. 

Par définition, tu = — u 7 est parallèle à l’axe de symétrie de la trajectoire, donc perpendi- 
dt 

culaire au cercle. 

$) V DF d. Le vecteur vitesse est donné pari? = Tu A OM 
—> t/0_> d8_> 

tu A OM = — u, A R c u p = R,—ug qui est bien l’expression du vecteur vitesse d’un 
dt ' dt 

mouvement circulaire de rayon R c en coordonnées cylindriques. 


QCM 


L’accélération de M est égale à a — a{u y où tïi est une constante. À t — 0, la vitesse vq 
est parallèle à u x . 

□ a. Le mouvement est rectiligne, □ b. Le mouvement est circulaire, 

c. Le mouvement est parabolique. □ d. ||l?|| = \vq + ci\t\ 


En intégrant par rapport au temps j Vx _ U ° puis j 

Vy — tt 1 t 


X = VqÎ 


y = a i- = a l — 

2 H 


x 2 en choisissant la 


position initiale comme origine du repère, on obtient l’équation d’une parabole. 


Il y a deux composantes perpendiculaires pour la vitesse, sa norme n’est pas 
|uo + ai ■ t\ mais ^v 2 0 + (ait) 2 . 


Le point M est en mouvement dans le plan xOy ; les équations horaires du mouvement 
sont x(t) = A ■ cos icjt) + x\ et y(t) = i/o avec x\ et yo des constantes. 

□ a. La trajectoire est sinusoïdale. 

drx 2 2 

$ b. L’équation différentielle du mouvement est —+ ufx - orx\. 

dt~ 

^1 c. La trajectoire est rectiligne, 

drx 2 2 

□ d. L’équation différentielle du mouvement est —- - or x — -a> x\. 

dt- 


Le mouvement se fait parallèlement à l’axe Ox, il est rectiligne (c’est l’équation horaire 

d 2 x 2 

qui est de forme sinusoïdale). Si on dérive deux fois x(t) on obtient —- = -Aor cos (ojt) 

dt - 

d’où l’équation différentielle, qui correspond donc à un mouvement oscillatoire autour de 
la position repérée par x = x\ ; il s’agit de l’équation d’un oscillateur harmonique, comme 
on le verra plus loin en Dynamique. 


149 



Corrigée 




Le point M est en mouvement le long de l’axe Ox ; sa vitesse initiale est vq x = vo > 0. 
Il se déplace avec une accélération constante jusqu’à l’instant t\ où sa vitesse a doublé, 
puis freine de façon uniforme jusqu’à s’arrêter à l’instant final tj = 2 1\. Quelle est la 
distance totale L parcourue ? 

□ a. L — 2vç,t\ □ b. L — 2,25 vq t\ 

$ c. L — 2,5 vq t\ □ d. L — 2,75 uq t\ 


Pendant la l re phase du mouvement (0 < t < 1\ ) l’accélération est constante et 
2vq - u 0 v 0 

a x =-= —. 

h h 


De même, pendant la 2 nde phase (t\ < t < 2t \), a' x = 


, 0 — 2vq -2i)o 


Vo t 

Donc, pour 0 < t < t\, v x = vq h -et en prenant la position initiale comme origine de 

h 

u 0 t 2 „ v Q t\ 3 

1 axe, x = v 0 t + —— ; a h, x\ = v 0 h + —— = -v 0 1\. 

Zt\ Zt\ Z 

2vo t 

Pour t\ < t < 2ti, v x = -1- v avec v une constante telle qu’à t = t\, v x = 2vq, soit 

1 1 


2vq t 


vo t~ 


v' - 4 -vq donc v x =-h4do ; par intégration, x =-h4i>o t+x', x étant une constante 

h h 

3 vot: 3 

telle qu’à t — t\,x = x\ d’où l’équation : —vq t\ = - 1 4i>ofi + v donc x = ——voh. 

2 t\ 2 


On en déduit qu’à t = 2t \, X 2 = 
parcourue depuis le démarrage. 


Avot\ 


+ 8ynti- Vnt] = —vot\ qui est la distance totale 

t j 2 2 


Il faut faire attention aux conditions initiales de chaque phase du mouvement pour déter¬ 
miner les constantes d’intégration. 


Pour arriver plus simplement à la réponse, on peut s’aider du graphe v x = fit ) ; l’accéléra¬ 
tion étant constante par morceaux, la courbe est formée de segments de droite (voir figure 
ci-dessous). 



La distance parcourue correspond à la surface sous la courbe (interprétation géométrique 

, 3 1 5 

d’une intégrale), avec une surface totale : S + S = —vq t\ + — ■ 2vo ■ t\ = —vq t\ = xi. 
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Corrigés 


Le point matériel A se déplace à vitesse constante de norme V vers la gauche sur 
l’axe Ox, le point matériel B se déplace à vitesse constante de même norme sur l’axe Oij ; 
initialement, B est à l’origine du repère, A est situé à droite de O, à une distance L. Dé¬ 
terminer les positions de A et B à un instant quelconque et en déduire la distance D 
minimale entre les deux points. 


„ L 

□ a. D - — 

4 


□ b. D - — 

3 


□ c. D - — 

2 


[8 d. D = —— 

V2 


D’après la description du mouvement, v Ax = - V et v By = ±V. Par intégration, compte tenu 
des conditions initiales, x A - L- Vt et y g = ±Vt (y a = xg = 0). 

La distance entre les deux points est égale à D(t) = xf(L^ Vt) 2 + (Vt) 2 ; la dérivée par 

-2 V(L - Vt) + 2V 2 t V (2Vt - L) 


rapport au temps est égale à D'(t) = 


2 V(L - Vt) 2 + (Vt) 2 y/(L - Vt) 2 + (Vt) 2 


Elle s’annule pour t\ = — (en étudiant le signe de la dérivée on vérifie qu’il s’agit bien 


d’un minimum) ; D(t\) = 


MH 


Le point M parcourt le cercle de rayon h - 10 cm à la vitesse vo = 2 m • s - l . 

^1 a. La période de rotation est T = 100 n ms. 

□ b. L’accélération vaut 6,4 m • s -2 . 

□ c. La période de rotation est L = 107r s. 

^1 d. L’accélération vaut 40 m • s 2 . 

2jib 2 nb 

La vitesse étant constante, vo = -soit T =-. 

T v 0 

( dd 

L’accélération d’un mouvement circulaire uniforme est centripète : a p = —b — = —— ; 


pour l’application numérique prendre b en mètres. 


dt 


Le point M parcourt le cercle de rayon b à la vitesse v = o-t où a est une constante 
positive. Soient v p et vg les composantes de la vitesse. 

$ b. V p = 0 $1 C. Vg - at □ d. Vg - 0 


□ a. v p — at 


dp 

dt 


Les composantes de la vitesse en coordonnées cylindriques sont : v p 

d6 

cercle où p est constant, et vg = p — qui est donc la seule composante non nulle. 

dt 


= 0 sur un 


Le point M parcourt le cercle de rayon b à la vitesse vo = at où a est une constante. 
Soient ci p et ag les composantes de l’accélération. 


□ a. a p = a 


$ b. a p = - 


(aty 


$ c. ag - a 


□ d. ag = 0 
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Les composantes de l’accélération en coordonnées cylindriques sont : 


d 2 p 


clt 2 


dd 


a P = -nr-p\-n) =~ è kr: 


dt 


de 


dt 


d 2 e ldp\(de\ d 2 e 

et a g = p—ç + 2 — — = b—. 

dt 2 \dt\dt dt 2 


. . ,, de de . de at d~e a 

D apres la question precedente vg = at - p — donc at = b — soit — = — et — - = 

dt dt dt b dt- b 

On remplace alors les dérivées de 6 dans les composantes de l’accélération. 


Le point M se déplace sur une courbe plane d’équation en coordonnées polaires dans le 
plan xOij : p = po ■ exp(-0) avec 6 = a>t. La norme de la vitesse vaut : 

□ a. v = 0 □ b. v - co- p 

$ c. v = V2 ■ u> ■ p Dd. v = 2 ■ a) ■ p 

u p — — - -upo ■ exp (-ait) = -cap et vg = p— — a>p ; v — J(up) 2 + (a>p) 2 . 
dt y 


dt 


Le point M se déplace sur une courbe plane d’équation en coordonnées polaires dans le 
plan xOy : p — po • exp(-0) avec 6 = ut. Les composantes de l’accélération sont : 


□ a. a p — u~p 


b. a p - 0 


03 c. dg = -2u~p 


□ d. dg = 0 


d~p 


de 


u 2 p - pu 2 




dt 2 


dt \ dt 


Le point M se déplace d’un mouvement uniforme (vitesse de norme i;q ) dans le plan xOy. 
son vecteur vitesse faisant l’angle constant a avec OM ; à t = 0, OM - p - b e t 0 = 0. 
□ a. p - b + uo t sin a 03 b. p — b + uo t cos a 

v 0 t sin a 


03 c. e = tan a ■ ln 


dp 


\b) 


□ d. e = 


Up = — = l'o cos a, a étant l’angle entre u p et vq. En intégrant avec les conditions 

dt 

initiales, p — b + votcosa. 

, , , de de 

Si on remplace p par b + vq t cos a dans vg = vo sin a — p — = (b + vot cos a) — on obtient 

dt dt 

de vq sin a 

; on intègre : 


dt (b + vot cos a) 
vq sin a 


e = 


r 


(b + vot' cos a) 


dt' — tan a [ln (b + uq t' cos a)]^ = tan a (ln (.b + vot cos a) - ln (b)) 
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Le point M se déplace sur une parabole d’équation y = ax 2 dans le plan xOy (a constante 
positive). La composante de la vitesse v x = vo > 0 est constante ; à t = 0, M est à l’origine 
du repère. Calculer les normes de la vitesse et de l’accélération. 


□ a. u = uq + 2a Ug t 


5?) b. a - 2a uX 


$1 c. v - 


= V0 a / 


1 + ( 2 a vq ty 


□ d. a = 


4 a 2 vl t 


V 1 + (2a vq t) 2 


Compte tenu des conditions initiales, x(t) = vq t et donc y{t) = a(vot) 2 . 

Par dérivation, v y = 2av^t et donc v = Jv\ + v 2 = vq -\J 1 + (2avot) 2 . 

En dérivant à nouveau : a y = 2av\ (seule composante de l’accélération puisque v x est 
constante). 



Ne pas dériver le module de v pour déterminer celui de a ! 


Le mouvement de M est étudié en coordonnées polaires dans le plan xOy ; la vitesse 
angulaire est constante et égale àw et l’accélération est orthoradiale; à t - 0 , M est à 
l’origine du repère et v — uq. On peut en déduire que : 


. p = ^ (e Mt - e-"') □ b. p = - (, 


2a> 


□ c. ag - wvq ( 'e - e ^1 d. 


ag = cjvq + e 


de 


d 2 p 


de 


D’après les données, — = a> est une constante et a,, = —-—p — =0 puisque 

dt dt 1 \dt J 

l’accélération n’a pas de composante radiale. 

drp 9 

En combinant les deux relations —--puf = 0 ; l’équation caractéristique de cette équation 

jlt- 

différentielle linéaire est r 2 
deux constantes. 


■ a>~ = 0 d’où r = ±u> et donc p(t) = ae + fie avec a et/3 


Compte tenu des conditions initiales (p(0) = 0 et vo = la solution p = —^- (e wt - e 

dt v > 


vo 


convient et c’est la seule. 

L’accélération orthoradiale est alors donnée par : 


dt ' 


2a> 


d 2 6 / dp\(d6 „ . ap / , „ 

ae = p ^ + 2 \d7)\Tt =0 + 2 ~dt 0J = 0JV 4 e +e )■ 


dt 2 


dt \dt 


dp 


dt 
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11 Lois de \a dynamique en référentiel galiléen 


Un point matériel M de masse m décrit à vitesse constante de norme v une trajectoire 
circulaire de rayon b ; déterminer la résultante des forces auxquelles il est soumis. 

$1 a. EF est centripète. □ b. EF est centrifuge. 


_ —» dv 

□ c. EF =m — 
dt 


_ .. .fi mv~ 

||EF|| = —j— 


D’après le principe fondamental de la dynamique en référentiel galiléen, EF = nia. 

Lors d’un mouvement circulaire uniforme, l’accélération est radiale et en coordonnées 


polaires a p — -b 


(voir le cours de Cinématique) ; ma p < 0 donc la résultante 


des forces est centripète. 


Un point matériel M de masse m se déplace sur une trajectoire elliptique de centre O 
dans le plan xOy ; les équations horaires de son mouvement sont en coordonnées carté¬ 
siennes : x(t) = a cos ut et y{t) = a sin ut où a,/3etu sont des constantes. 

Déterminer la résultante des forces EFsubies par M. 

□ a. EF = mu 2 OM $) b. EF = -mu 2 OM 

□ c. EF = mu 1 ^a 2 + P 2 ïi* p □ d. EF = 0 


EF = ma avec en coordonnées cartésiennes : 


d~x 
dt 2 
d 2 y 


2 2 

= -au cos ut = —ux 


a y = —f = -pu 1 sin ut = -u 2 y 
dt - 


donc les composantes de EF sont E F x = —mu 2 x et EF ÿ = —mu 2 y. 

Un point matériel M de masse m se déplace dans le plan xOy suivant les équations 
horaires en coordonnées polaires : p(t) = b cos ut et 6{t) = ut où b et u sont des 
constantes. Déterminer les composantes de la résultante des forces subies par M. 

□ a. F p — -mu 2 p 71 b. F p - -2mu 2 p 

$) c. F g = -2 mbu 2 sin ut □ d. Fg — 0 


De même, EF = ma avec en coordonnées polaires : 


d 2 p (dO 

ap ~lp~ P \It 


= -bcü 2 cos ojt - (b cos (j)t)a> 2 = 


-2 boj z cos tôt 


d 2 6 dp d6 . 

a,Q = p—r- + 2—~ — = -2 (bcü sin eût) co 
dt A dt dt 
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Corrigée 


Une balle de masse m est lancée depuis le sol verticalement vers le haut avec une vitesse 
initiale V 0 ; on néglige la résistance de l’air. Déterminer la cote z max du point le plus haut 
de la trajectoire et la durée totale T du mouvement. 


^ a. Zmax — ~ 

2 g 

□ c. T = — 

2 g 


v o 

□ b. 

£max 

g 


La seule force appliquée à la balle est le poids. 

En coordonnées cartésiennes, l’axe Oz étant dirigé suivant la verticale ascendante, les pro¬ 
jections du principe fondamental de la dynamique donnent : 


d 2 x 

m lÂ ' 0 

d 2 y 

"’Zifi ’ 0 

d 2 z 


d’où par intégration, avec une vitesse initiale parallèle à Oz : 


= o 

dt 

J J -=0 

dt 

dz 

— - -gt + v 0 

dt 


et en prenant l’origine du repère au niveau du sol : 


dz 

Le demi-tour a lieu pour — = 0 = -gt + Vo- Alors 
dt 


x = 0 

y = o 


z = -g— + V 0 t 


t - Vo * 
t — Ct Zmax 

g 


+ Vo— = —. 
2 g 2g 


t 2 2V 0 

Le retour au sol a lieu pour z = 0 donc 0 = —g —h Vo t soit T =-. 

2 g 
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Une balle de masse m est lancée horizontalement avec une vitesse initiale V 0 depuis un 
point situé à une hauteur H au-dessus du sol ; on néglige la résistance de F air. Déterminer 
la distance horizontale D entre le point de départ et le point de chute. 

/ H / H 

□ a. D = V 0 J— Ob. D=V 0 J — 

y 2g y g 

# / H 

□ d. D = 2V 0 J — 


d 2 x 

"'n? - 0 

d 2 u 

De même qu’à la question précédente : m —- - (j 

dt 2 

d 2 z 

m dë = - g 

dx 

^ = V ° 

mais la l re intégration donne, en tenant compte des conditions initiales :< — = 0 

dt 


x = Vo t 


En plaçant l’origine à la verticale de la position initiale, 


Z = H ~ g 2 


2 H 2 H 

Pour z — 0 (point de chute), t — A — et x - D - Vo -t —• 

V 9 V g 


Une bille de masse m est lâchée sans vitesse initiale ; on tient compte lors de la chute 

de la résistance de l’air, supposée de la forme / = -av avec a une constante positive. 
Ecrire l’équation du mouvement et en déduire la vitesse limite v/. Déterminer la durée T 
au bout de laquelle la vitesse est égale à la moitié de u/. 

_ mg mg 

□ a. vi= — ^1 b. vi = — 

2a a 

2m _ m ln 2 

de. T - — $ d. - 


L’équation du mouvement est ma = mg - av. Quand la vitesse limite est atteinte, 
—> — » »î"o 

a = - = 0 donc i>/ = ——. Cette vitesse est verticale et dirigée vers le bas; elle est 

dt a 

d’autant plus grande que la masse est grande et que les frottements sont faibles. 
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En coordonnées cartésiennes, l'axe Oz étant dirigé suivant la verticale descendante, les 
projections du principe fondamental de la dynamique donnent : 

dv * 

( 1 ) m—=-av x 
dt 


( 2 ) m 


dVy 

dt 
dv , 


(3) m—- - g - au z 
dt 

d v x 1 m 

L’équation (1) est de la forme —- H — v x = 0 avec r = —. Par intégration, v x (t) est de la 

dt t a 

forme v x (t) = vq x exp ^—j et avec une vitesse initiale nulle, co. v = 0. Le raisonnement est le 
même pour l’équation ( 2 ), donc la vitesse est à tout instant colinéaire à Oz. 


dv , 


L’équation (3) est de la forme —- + —v z 


g. Par intégration, v z (t) est de la forme 


1 

j + —1 

dt t 

vM -*•*(?) + " " vi,esse ini,la,e “ nulle ’ * = - T9= 

Finalement, v z (t) = 17 11 - exp |—j j ; la moitié de la vitesse limite sera atteinte quand 


- = 1 - exp(—) soit pour T = rln(2) = — ln(2). 
2 \ t ) a 


Une bille de masse m est lancée verticalement vers le haut ; on tient compte lors du mou¬ 
vement de la résistance de l’air, supposée de la forme / = -av avec a une constante 
positive. Déterminer le temps T mis pour atteindre le sommet de la trajectoire, la vitesse 
initiale étant Vo- 

crUo) 


— m m , / aVo 

□ a. T = — ln 2 -t- 


a 


mg 


□ b. T = 2—ln 1 + 

a \ mg 


_ m , / a\ 0 

^1 c. T = — ln 1 +- 

a \ mg 


□ d. r = ^i„ i + îL 

20 - \ mg 


Comme à la question 5, la vitesse est à tout instant colinéaire à Oz, le mouvement se fait 
suivant la verticale ; la condition initiale sur v z étant modifiée, on choisit d’orienter l’axe Oz 

dv , 

vers le haut : alors P équation ( 3) devient m —— = —g—av z et a pour solution, avec les mêmes 


notations, v z (t) = A:exp^—j - rg. 


dt 


À t = 0, Vo = k - Tg d’où v z (t) = (Vo + rg)exp^—j - Tg\ le point le plus haut de la 
trajectoire est atteint à l’instant où la vitesse s’annule. 


r = Tln U + —) =- ln (l + — 

rg) a \ mg 
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Un palet de masse m glisse sur un plan horizontal ; il existe une force de frottement telle 
que Æ, | = / /?„ avec R„ la réaction normale au plan et R, la réaction tangentielle. Le 
coefficient de frottement / est une constante positive. 

À l’instant initial, ||~?|| est égale à vq. Déterminer la distance parcourue par le palet avant 
qu’il ne s’arrête. 


□ a. L = 


V[_ 

4 fg 


□ b. L = 


3 fg 


V 2 

$c. L = —— 

2 fg 


V 

□ d. L - — 

.fg 


Les forces subies par le palet sont le poids et la réaction du support. D’après le principe 
fondamental de la dynamique, ma = nig + R — m g + R n + R,. 

En projection sur la verticale ascendante, 0 = -mg + | /?„ d’où on tire | /?„ | = mg puis 
1^1 = fmg. 

On choisit l’axe Ox colinéaire à la vitesse initiale ; suivant Oy perpendiculaire à Ox il n’y 
a pas de mouvement compte tenu des conditions initiales et du bilan des forces. 

d 2 x il—>i| 

En projection sur Ox, m —- = - /?, = - fmg ; on intègre deux fois par rapport au temps 
dt- Il H 

en prenant la position initiale comme origine du repère : 

dx 

-T- = Vb - fgt 
dt 

fgt 2 Vo 

puis x(t) = Vot - '■ -; la vitesse s’annule pour r = — et la distance parcourue est 

2 fg 


JYi 

fg 2 


Vo_ 
2 fg' 


Un palet M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par rapport à l’ho¬ 
rizontale ; il existe une force de frottement telle que /?, = /1/?„| avec R„ la réaction 
normale au plan et R, la réaction tangentielle ; à quelle condition M se met-il à glisser ? 
a. sino'>/cosff Ob. sina</coso' 

□ c. cos a > f sin a □ d. cos a < f sin a 
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Les forces subies par le palet sont le poids et la réaction du support. D’après le principe 
fondamental de la dynamique, ma = mg + R = mg + R n + R,. 



En projection sur la direction Oz perpendiculaire au support, 0 = -mg cos a + |A > „| d’où 
on tire |/?„|| = mg cos a puis ||/? f || = fmg cos a. 

On choisit l’axe Ox colinéaire à la direction de plus grande pente ; en projection sur Ox, 
d 2 x il—>i| 

= rn 9x - = mg sin a - fmg cos a = mg(sm a - f cos a) ; le palet se met à glisser 

d 2 x 

si —— > 0 donc si sin a > f cos a. 
dt 2 

| Un palet de masse m glisse sur un plan incliné d’un angle a par rapport à l’horizontale ; 
il existe une force de frottement telle que |/?,|| = /1/?„|| avec R„ la réaction normale au 
plan et R, la réaction tangentielle. 

À l’instant initial, [7?|| = vg et le vecteur vitesse est orienté suivant la ligne de plus 
grande pente, vers le bas. 


Déterminer la réaction /? exercée par le support et l’expression de la vitesse en fonc¬ 
tion du temps. 


□ a. |p? | = mg cos or(l + /) G0b. ||/?|| = mg cos a V i+ / 2 

□ c. v x (t) = Vq + gt( cos a - f sin a) $ d. v x (t) = Vq + {^(sin a - f cos a) 


Comme dans la question précédente, \\R I 

|p||= 


mg cos a puis = fmg cos a. 


Alors 


+ R 2 = mg cos a 


Vw 2 


On choisit l’axe Ox colinéaire à la vitesse initiale ; suivant Oy perpendiculaire à Ox il n’y 
a pas de mouvement compte tenu des conditions initiales et du bilan des forces. 

En projection sur Ox, m ~jr = m 9x ~ |pr|| = mg sin» - fmg cosœ = mg(û\\a - fcosa ) ; 
on intègre par rapport au temps : v x ft) — Vg + gt(sina - / cos a). 
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Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse négligeable 
et de longueur L. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O fixe. Le point M se 
déplace sur le plan xOy horizontal ; à t = 0 sa vitesse v 0 est horizontale et perpendiculaire 
au fil tendu. On néglige les frottements. Déterminer la nature du mouvement et la tension 
du fil sachant que le fil reste tendu. 

$) a. mouvement circulaire uniforme □ b. mouvement oscillatoire 

„2 „2 

Il-A 11 . 

□ c. 


IM 




Le fil étant inextensible, le mouvement est circulaire de centre O et de rayon L. Les forces 
subies par M sont le poids, la réaction du support et la tension du fil. 

Le poids (vertical) et la réaction du support (les frottements sont négligés) sont perpendi¬ 
culaires à xOy. 

Dans le plan xOy on utilise les coordonnées polaires ; la seule force dans ce plan est la 
tension T. En projection sur UpCtug: 


, de. 

ma p = —mL — -T p — 

dt J 

T <?e n 

ma g — mL—- — U 

dt 1 


puisque p — L est une constante. 


_d6 


D’après la 2 e équation la vitesse L — est constante : le mouvement est circulaire uniforme. 

dt 

de n—>i| (vq \ 2 % 

On a donc L— = i>o et par conséquent || 7" || = mLy — j -m — . 


Un point matériel M de masse m est suspendu à un ressort de raideur k et de longueur à 
vide /„ dont l’autre extrémité est le point O fixe. L’axe Oz vertical est orienté vers le bas. 


On pose a>o = \l —■ Quelle est l’équation différentielle vérifiée par z(t), le mouvement 
m 


d 2 z 
dt 2 
d 2 z 
dt 2 


□ c. 


supposé vertical ? 


d 2 Z 2 Z, 

+ ùj 0 z - g + ai 0 l v 

□ b. 

d 2 z 2 z, 

^2 - u 0 z = g - oj 0 1„ 

□ d. 


■CD 2 qZ : 


g üJq l v 


Les forces subies par M sont le poids et la tension du ressort ; le principe fondamental de 

la dynamique s’écrit nia = m g + T avec T = -k(z - IvWz- 

d 2 z d 2 z k k 

En projection sur l’axe Oz, m —- = mg - k(z, - l v ), soit —- h - z = g -t- h- 

dt 1 dt 2 m m 
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Un point matériel M de masse m est accroché à un ressort de raideur k dont l’autre 
extrémité est le point O fixe. M glisse sans frottement sur l’axe horizontal Ox. À l’instant 
initial le ressort a sa longueur à vide /„ et la vitesse de M est vq colinéaire à Ox ; quel est 
l’allongement maximal du ressort ? 


□ a. V2/„ 


□ b. -L 

V2 


_ m 

Æc. v 0a — 

k 


□ d. — 


Les forces subies par M sont le poids, la tension du ressort et la réaction exercée par 
le support; le principe fondamental de la dynamique s’écrit ma = mg + R + T avec 
T = -k(x - 4) u* x . 

La seule force horizontale est la tension du ressort. En projection sur l’axe Ox, 


ctx 


-k(x - 4) ; posons ojq 


: l’équation se met sous la forme canonique 


d“x 7 2 

—- + u)qX = <OqI v de solution générale x(t) = A cos u>ot + B sin cjQt + l v . 
dt z 

v dx v 0 

A t — 0, x — 4 donc A — 0, et — - vq donc B — —. 

dt a>o 

u 0 

L’allongement est donc x(t) - l v = B sin a>ot = — sin Mot, sa valeur maximale est 

Lüq 

vq [m 

— = VQ J-T. 

(o 0 y k 


Un point matériel M de masse m est posé au fond d’une demi-sphère de rayon b ; on lui 
communique à t - 0 une vitesse vq horizontale ; quelle est à cet instant la réaction du 
support sachant que M glisse sans frottement sur la sphère ? 


□ a. 


t» 

s 

II 

$b. 

PII 

PI = 2 mg 

□ d. 

IP» 


m - 1 - m g 

b 


= m -h mg 

2b J 


Le point M est soumis à son poids et à la réaction de la sphère ; le mouvement est circulaire. 
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit ma = mg + R avec R perpendiculaire à 
la sphère en l’absence de frottements. 

V _^ -> 

A l’instant t = 0 les vecteurs g et R sont colinéaires et verticaux; l’accélération est donc 
suivant la même direction : elle est radiale, et pour un mouvement circulaire elle est cen- 
||_ > || IddY V 2 Vq 

tnpète, de norme |[flj| - b 1 — 1 = — = — ; en projection sur la verticale ascendante, 


m— - ||Æ 
b 


■ mg donc ||/?|| = m— + mg. 
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Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse négligeable 
et de longueur L. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O fixe. M se déplace 
sans frottement sur un cône d’axe vertical Oz, de sommet O , de demi-angle au sommet a. 


En supposant que le fil reste tendu à tout instant et que la vitesse v est constante, déter¬ 
miner la réaction du support. 



□ a. R„ = m 


Ltanœ 


+ g stn a 


$1 b. R„ = ml -h g sin cï 

\ L tan a 


□ c. R n = m 


v 2 tan a 


g sin a 


□ d. R n = m — 


v 2 tan a 


+ g sin a 


Le point M se déplaçant sur un cône à distance fixe de son sommet, décrit un cercle centré 
sur l’axe Oz et de rayon L sin ir. Sa vitesse étant constante, le mouvement est circulaire 
uniforme. 

Les forces subies sont le poids, la tension du fil et la réaction exercée par le cône. 

D’après le principe fondamental de la dynamique, ma - mg + R + T - ni g + R n + T. 
Pour déterminer la réaction, on projette la relation sur la normale n au cône : la tension est 
perpendiculaire à cette direction, donc sa composante est nulle. 

On obtient : — m -nt • ~n — nîg ■ ~ïi + R„ avec Tt p - ~n — cos a et ~g ■ ~n — - g sin a. On 

L sin a 

v 2 

en tire R„ = -m -cos a + mg sin a. 

Lsina 
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12 Énergie 
VRAI/FAUX 



Notion de travail 


□ V XI F a. Le travail, comme la force, ne dépend pas du référentiel. 


Le travail élémentaire a pour expression ôW = F-d l où d l est le déplacement élémentaire 
qui, lui, dépend du référentiel. Le produit scalaire dépend par conséquent du référentiel. 


XI V □ F b. Une force perpendiculaire à la trajectoire ne travaille pas. 
ôW — F ■ d I donc si la force est perpendiculaire au déplacement, le travail est nul. 

□ V XI F c. Le travail d’une force lors d’un déplacement d’un point A à un point B 
ne dépend que de A et de B, pas de la forme de la trajectoire. 

I Ce n'est vrai que pour les forces conservatives, dérivant d’une énergie potentielle ; alors le 
travail de A à B est W% = F p (A ) - E p {B). Mais ce n’est pas vérifié dans le cas général. 


□ V XI F d. Quand une même trajectoire est parcourue dans un sens, puis dans 
l’autre, le travail des forces auxquelles le système est soumis change de signe. 

C’est faux en général ; certaines forces, comme les frottements, sont toujours résistantes et 
ne changent donc pas de signe quand le système fait demi-tour. 


XI V DF e. 1 J = 1 kg-m 2 -s 2 


En utilisant les équations aux dimensions : [W] = [B] [ L] = [M] 
M désigne une masse, L une longueur et T un temps. 

On a bien dans le système MKSA : 1 J = 1 kg • m 2 • s” 2 . 



IM ] 1 L] 2 

[T] 2 


où 



Notion d’énergie 


XI V DF a. L’énergie cinétique augmente quand la résultante des forces est motrice. 


I D’après le théorème de l’énergie cinétique, A E c = W-p et quand la résultante des forces est 
motrice, W-p > 0 donc l’énergie cinétique augmente. 


XIV DF b. Toute force constante et uniforme dérive d’une énergie potentielle. 

Si l’énergie potentielle existe, la relation entre le travail élémentaire et la différentielle de 
l’énergie potentielle est ôW = -dE p ; si on choisit l’axe Ox parallèle à la force F ce qui 

est possible si F est uniforme et constante, dE p = —F x ■ dx avec F x constante. Alors par 
intégration, E p = —F x x + c, c étant une constante. On en conclut qu’il existe bien une 

fonction énergie potentielle dont dérive la force F. 
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□ V F c. L'énergie potentielle de pesanteur diminue quand l’altitude croît. 

Considérons le champ de pesanteur comme uniforme et constant : on est alors dans le cas 
de la question précédente ; si on oriente l’axe Oz vers le haut, étant donné que g est dirigé 
vers le bas, E p = -mg z z + c = +m|[^||z + c. Donc l’énergie potentielle de pesanteur 
augmente quand l’altitude croît. 

□ V $ F d. Si l’énergie potentielle augmente, l’énergie cinétique diminue. 

I Pour que ce soit vrai, il faudrait que toutes les forces soient conservatives, alors l’énergie 
mécanique Em — E c + E p serait constante, ce qui n’est pas précisé. 

QCM 

y Soit un repère cartésien lié au référentiel terrestre ; l’axe Oz vertical est orienté vers le 

x 2 

haut. Un point matériel M de masse m se déplace sur une parabole d’équation z = — 
depuis l’origine du repère O jusqu’au point d’abscisse x = L. Calculer le travail du 
poids. 

□ a. W = mgL H b. W = 2mgL 

c. W — -mgL □ d. W — —2mgL 

I Le travail élémentaire a pour expression SW = mg ■ dl = —mgdz puisque l’axe Oz est 
orienté vers le haut. En intégrant, W = —mg ( z(L ) - z(0)) = -mgL. 

| Un homme de masse m = 70 kg monte du rez-de-chaussée au 5 e étage en portant un pack 
de 6 bouteilles d’eau minérale de 1,5 L ( hauteur d’un étage : 2,50 m ; g = 10 m • s” 2 ). 

Déterminer la variation totale d’énergie potentielle et en déduire la puissance correspon¬ 
dante si l’homme monte d’une marche par seconde à raison de 18 marches par étage. 

□ a. 12,5 W □ b. 62,5 W □ c. 97 W $ d. 109,7 W 

En utilisant le résultat précédent W = -Mg (z(H) - z(0)) = -MgH en notant H la hauteur 
totale et M la masse totale avec M - m + m eau . La puissance est le travail par unité de 
„ D \W\ (,m + m eau )gH 

temps soit P = = - — -avec T — 90 s et \W\ = MgH = 9875 J. 

g»] Un point matériel M de masse m est accroché à un ressort de raideur k et de longueur 
à vide l„. L’autre extrémité O du ressort est fixe et M se déplace le long de l’axe Ox. 
Déterminer le travail de la tension du ressort quand la longueur du ressort passe de l v 
à 2/„. 

□ a. W — kl^ □ b. W - -kll 
Oc. W= k -J] Pd. I V = ~l 2 B 
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Le travail élémentaire de la tension est ôW = T ■ dl — -k{l - l 0 )u x ■ dxu x = —k(x - l„)dx. 

4 t-T- 


Par intégration W 


Un point matériel M de masse m se déplace le long de l’axe Ox avec une accélération ôo 

constante ; il démarre à t — 0 et il subit une force de frottement fluide F = -au sur une 
distance L. Déterminer le travail de cette force lors du déplacement de M. 

□ a. W = -a y/aoL? □ b. W — -a yfïâôU 
2a 


□ c. VL = -y y/a 0 L 3 $ d. W = --yj8a 0 L 3 

Le travail élémentaire de la force de frottement est ôW = -a u ■ dl — —av x dx. 

t 2 \2x I - 

Or v x = flot et x = ao —. On en déduit que v x = cio \ — = y2aox 
2 V cio 


et donc ôW = —a - \j2cioxdx . 


L, 

Par intégration W = J' -<r y]2aoxdx = -a \j2cio 


3 X 


.3/2 


= “J 


| Une balle de masse m est lancée avec une vitesse initiale v a depuis un point situé à une 
hauteur H au-dessus du sol. Son vecteur vitesse fait un angle a avec la verticale. On 
néglige la résistance de Pair. Déterminer la vitesse de la balle à son arrivée au sol. 

□ a. v = yjV q sin 2 a + 2gH □ b. v — Jvq cos 2 a + 2gII 

□ c. v = Jvq tan 2 a + 2gH $ d. v = Jv^ + 2gH 

La balle est soumise uniquement à son poids, force conservative. L’énergie potentielle dont 
elle dérive est telle que clE p = —ôW = -mg ■ dl = mgdz si l’axe Oz vertical est orienté 

vers le haut. On en déduit que E p = mgz + c, c étant une constante (que l’on peut choisir 

nulle pour simplifier l’expression). 

L’énergie mécanique se conserve. En plaçant l’origine O au niveau du sol : 

1 2 1 2 rz ” 

E m = E c + E p = — mvq + mgH - —mv donc v = + 2gH. 


Un wagonnet de masse m se déplace sans frottement sur un rail incliné d’un angle a par 
rapport à l’horizontale. Il est lancé vers le haut avec une vitesse initiale v„. Déterminer 
la distance L parcourue avant de faire demi-tour. 


□ a. L = 


□ c. L = 


2g tan a 
uz: tan a 


□ b. L = 


2g cos a 


2g 


$ d. L = 


2g sin a 
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Le wagonnet est soumis à son poids et la réaction du support, qui ne travaille pas en l’ab¬ 
sence de frottements. Comme dans la question précédente, le poids dérive de l’énergie 
potentielle E p = mgz + c en orientant l’axe Oz vertical vers le haut. La conservation de 

1 , 

l’énergie mécanique conduit à E m — E c + E p = — }nv o + mgzo = 0 + mgzi si on note zo la 
cote initiale et z,i la cote au moment du demi-tour. Or géométriquement, sin a = ——— 

1 9 «g 

donc -mur, = mgL sin tu donc L =- . 

2 2 g sin a 

| Un palet glisse sur un plan incliné d’un angle a par rapport à l’horizontale le long de la 
ligne de plus grande pente ; il existe une force de frottement telle que ||/?,|| = /|f?„| avec 

R n la réaction normale au plan et R, la réaction tangentielle ; le coefficient de frottement 
/ est une constante positive. 

À l’instant initial, le palet est lancé vers le bas avec une vitesse de norme ||l?|| = vo. 

Le palet parcourt une distance L avant de s’arrêter. Utiliser le théorème de l’énergie 
cinétique pour déterminer l’expression du coefficient de frottement. 


□ a. / = tan a - 


□ c. / = tan a ■ 


2 Lg cos a 


fl b. / = tan a + 


2Lg cos a 


□ d. / = tan a + 


2 Lg sin a 2Lg sin a 

Le palet est soumis au poids et à la réaction du support. Les forces qui travaillent sont le 
poids et la réaction tangentielle due aux frottements. 



En projetant le principe fondamental de la dynamique sur la direction Oz perpendiculaire 
au support, 0 = -mg cos a + ||/?„|| d’où on tire i?„ = mg cos a- puis ||/?,|| = fmg cos a ; on 

remarque que ||/?,|| est constante. D’après le théorème de l’énergie cinétique : 

1 , 

0 - -iuvq = Wÿ + W m ^ = -fmg cos aL + mgLsma 


d’où / = 


1 9 

-Vq + gLsma 
g cos aL 


2g cos aL 


■ tan a. 
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f 


10 


Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse négligeable 
et de longueur E. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O fixe. 


À l’instant initial, l’angle entre la verticale descendante et le fil tendu est a = 45°, la 
vitesse est nulle. Déterminer la vitesse v\ de M à l’instant où il passe au point le plus bas 
de la trajectoire, ainsi que la tension du fil à cet instant. 


□ a. v\ = yjgL V2 $ b. v\ - yjgL^2 - V 2 ) 

□ c. |r|| = mg{\ + V2) $ d. |[f|| = mg [3 - VÜ) 



Le point matériel M est soumis à son poids et à la tension du fil ; tant que le fil est tendu, 
le mouvement, compte tenu des conditions initiales, est circulaire et la tension est perpen¬ 
diculaire à la trajectoire, donc elle ne travaille pas ; le poids dérive de l’énergie potentielle 
E p = -mgz + c avec c une constante. 


La verticale étant orientée vers le bas, clE p = —6W = -mgdz. 


L’énergie mécanique se conserve : à t — 0 E m — E c + E p = -mgzo et pour le passage au 
1 2 

point le plus bas E m = —mv\ - mgzi avec zo = E cos a et zi = E. 

On obtient v\ = 2g(zi - Zo) = 2gL(l - cosœ) = gE(l- V 2 ). 

La tension se détermine en appliquant le principe fondamental de la dynamique : 

> y i 

m a = mg + T avec pour le mouvement circulaire de rayon L, a ■ u p = a ■ u z = -— lors 

du passage en bas de la trajectoire puisque le vecteur «t est orienté vers le bas. 

mv\ il—>11 ||—>i| mv\ 

En projection sur Oz la relation s’écrit m a u z = —— — mg - 1| T || donc || 7 j| = mg + —— 

et finalement || T || = mg + mg ( 2 - V 2 ). 
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11 


Un anneau de masse m est enfilé sur un cercle de rayon b et de centre O dans le plan xOz 
vertical, l’axe Oz vertical étant dirigé vers le bas. A t = 0, l’anneau est lancé du point 
le plus bas du cercle avec une vitesse vq tangente au cercle. Il n’y a pas de frottements. 


'angle 8 = I Oz, OM et en 


Déterminer l’énergie potentielle de l’anneau en fonction de 1 
déduire l’expression de sa vitesse. On prendra l’énergie potentielle nulle pour 8 = 0. 
$ a. E p = mgb( 1 - cosô) □ b. E p = -mgb sin 8 


$1 c. v = Jvq + 2gb(cos8 - 1 ) □ d. v = Jv^ - 2gb si 


sin 0 



Le point matériel M est soumis à son poids et à la réaction du support ; le mouvement 
est circulaire et la réaction est perpendiculaire à la trajectoire, donc elle ne travaille pas ; 
comme dans la question précédente le poids dérive de l’énergie potentielle 
E p = -mgz + c avec c une constante et z, = b cos 8 soit E p = -mgb cos 8 + c. Avec la 
condition imposée, c = mgb et donc E p = mgb( 1 - cos 8). 


Le poids étant une force conservative, l’énergie mécanique est constante donc : 

E m = E c + E p = —mvQ + 0 = —mv 2 + mgb{ 1 - cosfl) d’où on tire v = + 2gb(cos8 - 1). 


12 


Un point matériel M de masse m se déplace sans frottement sur l’axe Ox horizontal. 11 
est accroché à un ressort de raideur k et de longueur à vide l v dont l’autre extrémité est 
fixée au point O. Déterminer l’expression de l’énergie potentielle élastique en fonction 
de x , k et /„ de façon à ce qu’elle soit nulle pour le ressort à vide. En déduire la longueur 


maximale du ressort si à 


0, x = 2 /„ et ~v =4 



1 ? 

□ a. E p = kx(x - 4) $ b. E p = -k(x - 4r 

O c. / max = 24 $ d. / max = l v ( 1 + V 2 ) 
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Le point matériel M est soumis à son poids, à la tension du ressort et à la réaction du sup¬ 
port ; le mouvement est horizontal, le poids est vertical donc il ne travaille pas, la réaction 
est perpendiculaire au support donc elle ne travaille pas non plus. 

Le travail élémentaire de la tension est ôW = T ■ dl = -k(l-l v )u x ■ dxu x = —k(x— l L )dx. La 
tension dérive d’une énergie potentielle E p calculée à partir de dE p = —ôW = k(x - l, )dx. 

1 2 

On obtient E p = —k (x - /„) en faisant le choix d’une énergie potentielle nulle pour le 
ressort à vide. 


L’unique force qui travaille dérive d’une énergie potentielle donc l’énergie mécanique est 


1 


1 


constante ce qui conduit à E m = E c + E p = -mv^ + —k{2l v - l v ) = 0 + -k(l max - /„) . 


1 

2 1 


k 1,1,1 , 

En remplaçant vo par l v \ — on arrive à —Itk- 1 —kit = —k(l m . ix - l lt )~ soit finalement 
y m 2 2 2 


l max = l v ( 1 + V 2 ), seule solution positive. 


Un satellite de masse m assimilé à un point matériel est sur une trajectoire plane dans 

—> mgoRj 

le plan équatorial terrestre ; il est soumis à la force de gravitation E = - ' u p en 

P 2 

coordonnées polaires dans ce plan (Rt est le rayon terrestre, go est la norme du champ 
de gravitation à la surface de la Terre). Déterminer le travail élémentaire à Wj et en 

déduire l’énergie potentielle dont dérive F en considérant qu’elle est nulle à très grande 
distance. 


$ a. ÔW-* = 

r 


mgoRj 


dp 


□ b. ÔW-* = 

F 


mgoRxj, 


dp 


$ c. E p = - 


mgoRj 


□ d. E p = 


mgoRj 


En coordonnées polaires, le déplacement élémentaire d l est égal à dpu p + pdOug dans 
le plan polaire que l’on choisit confondu avec le plan équatorial terrestre donc le travail 
élémentaire a pour expression 


5W-, = F dl = - 

F 


mgoR p _>n. mgoRj 

— , u p ■ [dpUp + pdOiigj = - dp. 


L’énergie potentielle a pour différentielle dE p = -ôW-\ = 


En = 


mgoRXp 

P 


ingoRp 

P 2 


dp et par intégration 


+ c. La constante c doit être choisie nulle pour que l’énergie soit nulle à très 


grande distance. 


169 


l Corrigée 


J Le satellite de la question 13 est sur une trajectoire circulaire de rayon R. En appliquant 
le principe fondamental de la dynamique, déterminer sa vitesse et en déduire l’expres¬ 
sion de son énergie mécanique. 


□ a. u - R 


b. v = Rt 


rnqoRz, 

PC. Em = 


□ d. e m = ^L 
2 R 


Le principe fondamental de la dynamique appliqué au satellite s’écrit en référentiel gali- 


léen : ma — F — 


mgoRtj. _ 


Pour un mouvement circulaire, en projetant sur u p : —mp 1 — 1 = —m — = - 


Comme p = R on arrive à ir = 


donc v = Rt : —. 


En utilisant l’expression de l’énergie potentielle de la question précédente : 


_ _ _ 1 m Rj mcj ü R- 

E,„ = E c + E„ = —m - 

p 2 R R 


13 È(\ui\ibree 
VRAI/FAUX 


| Conditions d’équilibre 

□ V XI F a. Si la somme des forces est nulle un système est nécessairement en 
équilibre. 

D’après le principe fondamental de la dynamique, Y.F - ma - 0 => v constante ; 
le système est en mouvement rectiligne uniforme dans le cas général ; il est en équilibre 
uniquement si à l’instant initial il est déjà immobile. 11 s’agit d’une condition nécessaire, 
mais non suffisante. 


X) V DF b. Quand les forces sont conservatives, on peut déterminer la position 
d’équilibre grâce à l’énergie potentielle. 

Les extrema d’énergie potentielle correspondent aux positions d’équilibre. En effet 

dEp = ôW = -F ■ dl\ par exemple pour un point mobile sur l’axe Ox, dE p = -F x dx. 

dE„ 

La condition nécessaire d’équilibre étant F x = 0,-= 0 à l’équilibre. 

dx 
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□ V XI F a. Un équilibre est d’autant plus stable que son énergie potentielle est 
grande. 
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Pour qu’un équilibre soit stable, il faut que le point, légèrement écarté de cette position, 
tende à y revenir. En reprenant l’exemple précédent, si le point est déplacé vers la droite 
de long de Ox (dx > 0), il faut que la force soit dirigée vers la gauche (F x < 0) et inverse¬ 
ment. Donc, dans tous les cas, dE p > 0 en partant de l’équilibre, c’est-à-dire que l’énergie 
potentielle augmente quand on s’éloigne d’une position d’équilibre stable. Elle y est donc 
minimale, et non maximale. 

$) V DF b. Dans le cas de forces conservatives, si on écarte légèrement un sys¬ 
tème d’une position d’équilibre stable, il tend à effectuer des oscillations autour de cette 
position. 

Qualitativement, le système est soumis au voisinage de cette position à une force de rappel ; 
en linéarisant l’expression de cette force, on obtient l’analogue de la tension d’un ressort. 
La solution de l’équation différentielle du mouvement est alors de type oscillatoire. 


QCM 


Deux points A et B de l’axe horizontal Ox sont distants de D. Un point matériel M 

D 

de masse m est relié à A par un fil inextensible de longueur L > — et à fi par un 

fil inextensible de même longueur L. On note Ta la tension exercée sur M par le fil 
accroché en A et T b la tension exercée sur M par le fil accroché en B. On suppose la 
masse des deux fils négligeable. Déterminer si à l’équilibre : 


□ a. | T’a || = 

Oc. R|| = 


mg 

2 

mgL 


□ b. R = 


mgL 

~2D 


Æd. \\T a = 


mgL 


D ' IL"II V4L 2 - D 2 
Le point M est soumis à son poids et aux tensions des deux fils ; à l’équilibre 

mg + Ta + Tb — 0 . 

Les deux fils ayant la même longueur, le triangle ABM est isocèle. Soit a l’angle B AM. 
Projection sur Ox : - Ta cos a + T b cos a - 0 donc Ta-Tb 

mg 


Projection sur Oz : T A sin a + T H sin a - mg = 0 avec T,\ - T K donc Ta 


2 sincr 


D I ( D \ 

Or cos a = — donc sin a = -W1 - —j .En remplaçant on obtient 

mgL 


Ta = 


mg 




2 V4 L 2 - D 2 ’ 
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[J Un point matériel M de masse m est suspendu à un ressort de raideur k et de longueur à 
vide l v ; déterminer la longueur du ressort à l’équilibre l eq et la période des oscillations 


autour de la position d’équilibre. 
mg 
k 


O a. l e q — l v 


□ c. T = 2n A l- 

m 


^ b. l e q — l v + 


mg 


C0 d. T = 2n — 
k 


Le point M est soumis à son poids et à la tension du ressort. 

À l’équilibre mg + T = 0. En projection sur l'axe Oz orienté vers le bas mg—k(l eq — l v ) = 0 
mg 

donc l eq = /„ + —. Le ressort est allongé à l’équilibre, ce qui paraît réaliste. 

L’équation du mouvement est ma — m g + T. En plaçant l’origine de l’axe à l’extrémité 

d~z d~Z k 

du ressort m — 7 = -k(z - l v ) + mg = -k(z - l e q)- On pose Z = z — l e q '■ alors —— H—Z = 0. 
dt - dt~ m 

[k 

Cette équation a pour solution, si on pose a >0 = \ Z(t) = Acos(a>ot + <p). 11 s’agit 
d’oscillations sinusoïdales de période Tq = — - 2n ,l —. 

COQ 



Un point matériel M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par rapport à 
l’horizontale. Déterminer les composantes de la réaction à l’équilibre. 

□ a. \R n \ = mgsina 33 b. \R n \-mg cos a 
$ c. |Æ,| = mg sin a □ d. \R t \ — mg cos a 


Le point M est soumis à son poids et à la réaction du support. La condition nécessaire 
d’équilibre est R + mg = 0 . 

En projetant sur la normale au plan : R„ - mg cos a - 0. 

En projetant sur la ligne de plus grande pente : R,+mg sin a — 0. R t < 0 donc la composante 
tangentielle est dirigée vers le haut, c’est elle qui empêche le point M de glisser. 

On remarque la nécessité de l’existence de frottements pour maintenir l’équilibre. 


Un point matériel M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par rapport 
à l’horizontale. Il est fixé au bout d’un ressort de raideur k et de longueur à vide l v dont 
l’autre extrémité est le point O en haut du plan. Les frottements sont supposés négli¬ 
geables. Déterminer la longueur du ressort à l’équilibre l t , q et le module de la réaction 

pli exercée par le support. 


^ 3 - leq — lv 


mg sin a 


□ c. p = mg sin a 


O b. l eq — ! : 


mg cos a 


•■eq -v ■ , 

$! d. P)! = mg cos a 
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Le point M est soumis à son poids, à la réaction du support et à la tension du ressort. La 
réaction est perpendiculaire au plan en l’absence de frottements. 

La condition nécessaire d’équilibre est R + mg + T = 0. 

En projetant sur la normale au plan : || R |[ - mg cos a = 0. 

En projetant sur la ligne de plus grande pente : mg sin a - k{l eq - /„) = 0. 

■ /„ 

Deux ressorts de masse négligeable, de raideur k et de longueur à vide — sont fixés entre 

2 points À et B de l’axe Ox horizontal d’abscisses respectives et -ÿ- On ajoute entre 
les deux ressorts un point M de masse m. 

3 

Pour quelle valeur de m la longueur totale du ressort à l’équilibre est-elle égale à —? 


□ a. m = 

$ c. m = 


klu 
2g 

kly V5 
6 g 


□ b. m = 

□ d. m = 


kly 

3 g 

kly V5 

5 g 


Le point M est soumis à son poids ainsi qu’aux tensions Ta et T b des deux ressorts ; à 
l’équilibre mg + T A + T b - 0. Compte tenu de la symétrie, l’allongement des deux ressorts 
est le même et 

ll^ll ll^ll ; / 34 lv\ kl» 

HHM = Ht -2. lt - 

On projette sur la verticale pour obtenir la relation donnant la masse : 

-mg + 2 llrjl cos [5 = 0 


en notant fi l’angle de chaque ressort avec la verticale. 

4 

AO 2 2 ,, „ „ n V5 


kly V5 


sin B = —= - d’où cos B = J1 - sin 2 B — -et enfin mg = 

H AM 34 3 H v H 3 J 6 


Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. Il est lié à 
un ressort de raideur k et de longueur à vide 4 dont l’autre extrémité est fixée en A sur 
l’axe Oz vertical, à une distance H au-dessus du point O. On suppose qu’il n’y a pas 
de frottements. Déterminer la valeur x eq à l’équilibre dans le cas où 4 < H. Etudier la 
stabilité de l’équilibre à l’aide d’un raisonnement énergétique. 


a. X e q — 0 


□ b. 


x eq 


V H 2 -Il 


^1 c. L’équilibre est stable. □ d. L’équilibre est instable. 
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Le point M est soumis à son poids, à la tension du ressort et à la réaction du support. 

La réaction et le poids sont perpendiculaires à l’axe Ox et n’interviennent donc pas sur 
la condition d’équilibre. La tension du ressort est une force conservative, on peut utiliser 
l’énergie potentielle pour trouver la position d’équilibre et déterminer si elle est stable ou 
non. 

1 , 

L’énergie potentielle élastique peut être mise sous la forme E p — -k(l - l v ) avec 

/ = V // 2 + x 2 donc E p - —k(H 2 + x 2 + I 2 - 2l v V // 2 + x 2 j. 

Dérivons pour déterminer s’il existe un extremum d’énergie potentielle : 
clE p 

dx 


— k [x 


[x - /,. A — | = kx (l- ^ = 0 pour x = 0 ou 4 = V// 2 + x 2 . 

\ Vtf 2 +.v 2 / \ V // 2 +X 2 I 


V// 2 + X 2 

Or l„ < H donc la seule solution est x = 0. 
I 


Comme 1 


V // 2 + . r 2 

et pour .r > 0 kx [ I - 


> 0, pour x < 0, kx 11 

4 


V77 2 


+ X- 


<0 


VTT 7 


+ X- 


> 0, l’énergie potentielle est donc décroissante puis 


croissante, il s’agit d’un minimum et l’équilibre est stable. 



Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. Il est lié à 
un ressort de raideur k et de longueur à vide 4 dont l’autre extrémité est fixée en A sur 
l’axe Oz vertical, à une distance El au-dessus du point O. On suppose qu’il n’y a pas de 
frottements. Déterminer la position d’équilibre stable dans le cas où 4 > H. 


□ a. X eq = 0 □ b. X eq = l v 

£1 c. x eq - y/lî-H 2 a d. x eq = yjl~ + El 2 


L’analyse du problème est similaire à celle de la question 8 mais cette fois-ci, l’équation 


- kx 1 


dE p 
dx 

Comme 11 
instable. 


4 


V/7 2 


+ 


\fTË 


+ X- 


— 0 a deux solutions : x = 0 ou x = -\JH 2 - l 2 . 

< 0 la solution x — 0 correspond maintenant à un équilibre 


Au voisinage de x eq = 



dE p 

et —— < 0 pour x < x eq . 


> 0, —- > 0 pour I 2 < E[ 2 + West-à-dire x > x, 
dx 


^eq 


L’énergie potentielle est donc décroissante puis croissante, il s’agit d’un minimum et 
l’équilibre est stable. 


174 


© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigée 


10 


Un point matériel M de masse m est fixé à F extrémité d’un fil inextensible de longueur L. 
Sa position est repérée grâce à l’angle 6 entre l’axe Oz vertical descendant et le vecteur 
OM. Le point M est lâché sans vitesse initiale. Déterminer la fréquence / des petites 
oscillations autour de la position d’équilibre stable. 


□ a. / = 



□ c. / = 



□ b. 


f = 2n 



fl d. 




On suppose que le fil reste tendu au cours du mouvement, le point M se déplace alors sur 
un cercle. La seule force qui travaille est le poids puisque la tension est perpendiculaire au 
cercle. La position d’équilibre stable correspond au minimum d’énergie potentielle. 

Le poids dérive de l’énergie potentielle E p = -mgz + c avec c une constante (la verticale 
étant orientée vers le bas, dE p = -ôW = -mgdz). 

L'équilibre stable correspond au point le plus bas du cercle, soit 6-0. 


L’énergie mécanique se conserve donc 

\2 


dE M 


= 0 = 


1 


circulaire E r = —m\L — 
dt 


dd 


et E p = 


dt 

mgL cos 6 + c. 


dE c 

dt 


dE p 

dt 


avec pour le mouvement 


, d6 d~6 


d6 


Après dérivation par rapport au temps mL~ - 7 + mgL sin 6 — = 0. 


dt dt 2 


dt 


d~6 g 


Au voisinage de 6 - 0, sin 6 ~ 6 donc l’équation du mouvement est —- + —6 — 0; en 

dt 1 L 


posant a) o = A / — les solutions sont de la forme 6(t) = 6 q cos(«oO- 


La fréquence des oscillations est f — — — — 

T 2 7t 


J_ f £ 

2n y L 


11 


Un point matériel M de masse m est posé sur un plan incliné d’un angle a par rapport 
à l’horizontale. Il est fixé à l’extrémité d’un fil inextensible de longueur L dont l’autre 
extrémité est un point O en haut du plan. Les frottements sont supposés négligeables. 
Déterminer la tension du fil à l’équilibre et la pulsation des petites oscillations autour de 
la position d’équilibre. 


fl 8. p|| = mg sin a □ b. p|=mgcosa 

_ Ig sin a 

/O C. ù) o = a /- LJ (1. Cl) o = 


g cos a 


Comme dans la question précédente, le point M se déplace sur un cercle. La seule force 
qui travaille est le poids, la position d’équilibre stable correspond au minimum d'énergie 
potentielle, c’est le point le plus bas du cercle. 
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Dans le plan de la trajectoire, la composante « utile » du poids est mg sin a ; la relation 
d’équilibre projetée sur s’écrit 0 = - ||t*|| + mgsina et, par analogie avec la question 


précédente, E p = -mg sin aL cos 6 + c donc a>o = 


/gsm a 
L 


Un point matériel M de masse m peut se déplacer le long d’un profil ondulé d’équation 
z = i,(l-cos(2*i)), l’axe Oz étant dirigé suivant la verticale ascendante et l’axe Ox 
étant horizontal. Déterminer les valeurs de x correspondant à des positions d'équilibre 
stables ainsi que la période T des oscillations autour de ces positions. On supposera qu’il 
n’y a pas de frottements. 

$ a. x = nA avec ne Z □ b. x - (n + — j A avec ne Z 


□ c. T - 2n 



£ld. T = 


La seule force qui travaille est le poids, qui dérive de F énergie potentielle E p = mgz+c avec 
c une constante (la verticale étant orientée vers le haut, dE p = -ôW = mgdz). 

La position d’équilibre stable correspond au minimum d’énergie potentielle soit 
Z = b{\ - cos^27r—jj minimum, donc pour cos^27r—j = 1 c’est-à-dire 2n— = 2nn avec 
n e Z. Par exemple pour x « 0, 


•KH-èKN-’Hf 


donc E n 


2mgb j . 


m I ( dx 


L’énergie cinétique est égale à — 11 — j + j J avec z~ 2b (n —j <s x donc on néglige 
le déplacement vertical. 

D’après la conservation de l’énergie mécanique, Em - E c + E p est une constante donc 

, f m I dx\ 2 _ . / jv\ 2 1 


m dx\ , I x \ 

d - — +2ingb[n- 
2 dt \ Al 


Idx\Id 2 x\ , , n 2 Idx\ 

(d 2 x\ 7T 2 

qui donne après simplification I J + 4 gb—x = 0 ; la pulsation des oscillations est u >o 


telle que o>q = 4gb— -4— donc T 
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Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. 11 n’y a pas 

k c 


de frottements. Son énergie potentielle est de la forme E p 


où k et c sont 


2x 2 x 

des constantes positives. Déterminer la position d’équilibre repérée par x eq et étudier sa 
stabilité. 


O il. X e q — l>. X e q — 

2 C C 

$) c. L’équilibre est stable. □ d. L’équilibre est instable. 


dE n 


On étudie la fonction énergie potentielle : sa dérivée est- = —- H —Elle s’annule 

dx 

k dE„ 

pour x ec . = -. On détermine ensuite le sens de variation : - > 0 pour — > — donc si 

c dx x 2 x à 


.V > X,, 


La fonction est décroissante pour x < x eq et croissante pour x > x eq , elle passe par un 
minimum à l’équilibre qui est donc stable. 


Un point matériel M de masse m peut se déplacer sur l’axe Ox horizontal. Il n’y a pas 

1 9 c 

de frottements. Son énergie potentielle est de la forme E„ = —kx H— où k et c sont des 

2 x 

constantes positives. Déterminer la position d’équilibre repérée par x eq et la pulsation 
des petites oscillations autour de la position d’équilibre. 


_ , 2 c 

□ a. x eq - | ^ 


□ c. COQ = 


^ b. X e q — ^ 

39 d. lü 0 = 


- ©*• 


On 


dE p c 

On utilise le même raisonnement : - = kx -Elle s’annule pour x e , 

dx x 2 F 

dEp 

détermine ensuite le sens de variation : —— > 0 pour x > x eq . 

La fonction est décroissante pour x < x eq et croissante pour x > x eq , elle passe par un 
minimum à l’équilibre qui est donc stable. On dérive par rapport au temps l'équation de 
conservation de l’énergie mécanique : 


d_ 

dt 


m / dx\ 1,9 c 
— — + -kx + - 

2 \dt I 2 x 


= 0 


Au voisinage de la position d’équilibre, x = x eq ( 1 + s) avec s« 1 donc 


kx - 9 = kx e Jl + s) 


(x eq ( 1 + e)) 
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_ 7 c 2 ce 

en approximant (1 + e) par 1 - 2e au premier ordre en s, kx -- » kx eq s H-r. 

* W 

/ d 2 x eq s\ 2 ce 

L’équation du mouvement devient si e «: 1 : m I — I + kx eq e + -—— = 0. Après 




1 


simplification par : —- h— 
, dt z / m 


/c\S /üFe\ 1 

Comme = - - —t h-3 ks - 0, l'équation est donc de la forme 

U/ \<* 2 / 777 


À: + 


2c 

(xeqj 


s= 0 . 


(* 2 


I + Wq£ = 0 en posant wq = \j —. 


13k 

m 


14 Oscillateurs 
VRAI/FAUX 


Oscillateurs harmoniques 

XI V DF a. Soit un point matériel de masse m suspendu à un ressort. Comme pour le 
mouvement horizontal sur un guide sans frottement, la période des oscillations verticales 
[m 
k 


est égale à 2n 


L’équation du mouvement vertical, en projection sur l’axe Oz orienté vers le bas, est 

d 2 z 

m— = ~k(z - 4) + mg. 


V k d 2 z 9 9 

— elle devient —- + cjZz = (oil v + g et a pour solution générale 
m dt 2 

q 

z(t) = /„ + —j + A cos (u> 0 t + (p). 


2n Im 

Le système oscille donc avec la période Tq = — = 2jt , / —. 

ùj o V k 

Par rapport à un mouvement guidé horizontal, la position moyenne autour de laquelle se 
font les oscillations est décalée vers le bas, mais la période est identique. 

X) V DF b. Soit un point matériel accroché au bout d’un fil inextensible de lon¬ 
gueur L. Le point matériel est lâché sans vitesse initiale. On suppose que le fil reste 
tendu et que la résistance de l’air est négligeable. L’équation différentielle pour les pe- 

d 2 0 g 

tites oscillations au voisinage de la position d’équilibre stable est alors : —-r H —6 = 0 . 

dt- L 
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Repérons la position du point matériel par l’angle 9 entre la verticale descendante et le 
fil supposé tendu. La vitesse initiale étant supposée nulle, la trajectoire est une portion 
de cercle. La conservation de l’énergie mécanique du système se traduit par l’équation 


1 


de 


Em = E c + E p = —m\L—j + mgL(\ - cos 9) en prenant l’énergie potentielle nulle au 
point le plus bas de la trajectoire. 

En dérivant par rapport au temps l’énergie mécanique, qui se conserve et donc est une 

7 / de\( d 2 e\ tde\ 

constante, on obtient l’équation 0 = mL I — 11 -p^ J + mgL sin 9 1 — 1 qui après simplin- 
(d 2 9\ 

cation donne : 0 = L\ —- + q sin 9. 

\dt 2 ) 

La position d'équilibre stable 9 eq correspond au minimum de l’énergie potentielle soit 
mgL(i - cos 9) minimal : ceci correspond à 9 eq = 0. 

(d 2 9\ 

Au voisinage de zéro, sin 9 » 9 d’où 0 = L I —- 1 + g9. 

□ V $ F c. L’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique est proportionnelle à 
l’amplitude des oscillations. 

Prenons pour modèle un oscillateur constitué d’un point matériel lié à un ressort, en mou¬ 
vement guidé sur un axe Ox horizontal. L’équation horaire de ce mouvement est de la 
forme x(t ) = l v + A cos {cüq t + <p). L’énergie cinétique du système est 


1 l dX\ 1 T -, 1 -, -, 

E c = -m — = —mA 2 (-a> 0 sin ( a> 0 t + ip)) 2 = -kA 2 sin 2 (œ 0 t + ip) 

2 \ dt 2 2 


et son énergie potentielle est 


E p = ^k (.r - Z„) 2 = ^kA 2 cos 2 (a>ot + tp). 


1 


L’énergie mécanique est donc égale à Em = E c + E p - —kA ~, elle est proportionnelle au 
carré de l’amplitude des oscillations. 


Oscillateurs amortis 

^1 V DF a. L’amplitude des oscillations libres d’un oscillateur réel décroît à cause 
des frottements. 


Les frottements introduisent dans l’équation différentielle un terme supplémentaire en 
dx 

- a — si on prend le modèle du pendule élastique avec frottement linéaire. Le coefficient a 
dt 

est d’autant plus grand que les frottements sont importants. L’équation caractéristique as- 
û? 2 x d x et k 

sociée à F équation m—-+a -t -k{x—l v ) = 0estalorsr 2 H—/-H— = 0, et son discriminant 

dt- dt m m 
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( et k 

— - 4—. Les racines sont complexes dans le cas où le discriminant est négatif, 

m) m 

es so 

-a VÂ 


—a j VW 

de la forme r = -— ± ; —-—. Elles sont réelles et négatives dans le cas où le discriminant 
2m 2 


est positif, de la forme r 


Il apparaît donc toujours dans la solution un facteur 


2m 2 

multiplicatif en e ^ correspondant à un amortissement des oscillations. 


□ V $ F b. L'amplitude des oscillations forcées d'un oscillateur amorti est maxi¬ 
male quand la force appliquée a pour fréquence la fréquence propre du système. 

Si on procède par analogie avec ce qui se passe en électricité pour un circuit RLC série, la 
résonance d’élongation correspond à la résonance de tension aux bornes du condensateur. 
Celle-ci, quand elle existe, est décalée par rapport à la résonance d’intensité, qui elle a lieu 
pour la fréquence propre du système. 


QCM 



Deux ressorts de même longueur à vide l„ et de même raideur k sont mis bout à bout. 
Le premier ressort est fixé au point O, origine du repère. Le deuxième ressort est fixé 
au point A de l’axe horizontal Ox. La distance OA = L entre les deux extrémités est 
fixe. Un point matériel Mde masse m est accroché au point de jonction des deux ressorts 


et se déplace sans frottement sur l’axe Ox. Soit oj\ 
l’oscillateur harmonique obtenu est : 


—. La pulsation propre de 
m 


□ a. 


Cl)\ 

T 


□ b. —■= $1 c. V2wi □ d. 2u>\ 

V2 


Le point M est soumis aux tensions T\ et des deux ressorts, seules forces ayant une 
composante horizontale non nulle. 

d 2 x 

En projection sur l’axe Ox, m — - = T\ x + 7S V = —k{l\ - /„) + kilo - /„) où /,■ est la longueur 

dt- 

du ressort n° i. Or l\ = OM - x et L = MA = L - x donc l’équation différentielle s’écrit 

d 2 x d 2 x 7 9 

m—- = -k(x—l„) + k(L - x - 1„) = —2kx + kL est après simplification : —- + 2a>'[x = u)\L. 
dt~ ' UA 


dt 2 


d~x 


En posant (jj" q = 2<jj\, on arrive à — 5 - + u>qX = u>q— de solution x(t) = A cos (a>ot + ip) + — 
donc la pulsation des oscillations est wq = V 2 o»i. 



180 
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© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés 


f 


de frottements. On pose u >i 


obtenu est : 


□ a. 


CÜ\ 

Y 


_ an 

71 b. — 

V2 



La pulsation propre de l’oscillateur harmonique 


□ c. V2«i □ d. 2a>i 


Soit N le point de jonction des deux ressorts. Il subit des tensions de normes égales de la 
part de chacun des ressorts. Or /1 = ON = xn et U = NM = x — xy 

X 

donc k(xN - 4 ) = k(x - x n - 4 ) d’où on tire x N = 


Le principe fondamental de la dynamique appliqué à M , en projection sur Ox, s’écrit alors : 
d 2 x (x \ k 

' I — — 41 = — — (x - 24). Les deux ressorts sont par conséquent équivalents à 


m— = -k 
dt 2 


un unique ressort de raideur - et de longueur à vide 24- En posant a>o = w — on obtient : 


2m 


d“x 


+ ojg.x = 2wg4. dont les solutions sont de la forme x(t) = Acos(u>ot + ip) + 2 1„. La 
dt 1 

(l)\ 

pulsation des oscillations est donc égale à a>o =-. 

V2 



Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est soumis 
à l’action d’un ressort de raideur k accroché en O. Sachant qu’à t - 0 l’allongement 
du ressort est égal à h et que le point matériel est lancé avec une vitesse initiale üq, 
déterminer l’amplitude A des oscillations. 


□ a. A = b 


□ b. A = — 

0)Q 


□ c. A = b + — 
COQ 


$d. A = 



Par analogie avec la question 4, l’équation différentielle du mouvement est 

d^~ x d~ x 

m—- = -k(x - 4 ) qui se met sous la forme —- + a>lx - aÀl u en posant a>o = 
dt- dt z 

Les solutions sont de la forme x(t) = A cos (u>ot + tp) + /„ et compte tenu des conditions 

initiales on obtient le système suivant : 


x t =o — 4 + b — A cos (p + 4 


(^) = vq = -Au>o sin tp 


d'où on tire en éliminant p : A 




Déterminer l’énergie du système de la question 5 en fonction de l’amplitude A des os¬ 
cillations. 


□ a. Em = 2kA 

1 9 

$ c. E u = -kA~ 


□ b. E m = — 

□ d. E u = 2kA 2 
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L'énergie du point M est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle 

1 ^ 1 17 2 

élastique, avec E c = -mv = —mA~u >5 (sin (a>ot + <p)) 

1 ^ 1 , , -5 1 ^ 

et E p = —k(x - 4) = -M (cos (mot + ip)) . Or ma >5 = k donc Em = —kA . L’énergie est 
donc proportionnelle au carré de l’amplitude des oscillations. 

kA 

Remarque : les propositions E M - 2kA et Em - — ne sont pas homogènes (le produit kA 
a la dimension d’une force) donc ne peuvent pas être justes. 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est soumis à 
l’action d’un ressort de raideur k accroché en un point A de l’axe Ox. À t = 0 l’al- 

[k 

longement du ressort est nul et le point matériel est immobile. On posera ù>o - J —. 

V m 

Pour t > 0 le point A est animé d’un mouvement horizontal : xa = b sin (ojt) avec par 
hypothèse a> 4- cjq. Déterminer l’équation différentielle du mouvement sachant qu’il n’y 
a pas de frottements. 


d 2 x 
dt 2 


$ b. '—.Z + 0 A X - q? (b sin (eut) + l v ) 


_ d 2 x 2 2, 

LJ -0- — 

x x 

□ c. — 5 - + ojlx — or (b sin (eut) + 4 ) □ d. —- + a>lx — to 2 b sin (eut) + cjZl v 

dt~ dt - 


Le point M est soumis à la tension du ressort, au poids et à la réaction de l’axe. En projec¬ 
tion sur l’axe Ox, m ~jT = - 4) = -k(AM - 4 ) = -k[AO + x - 4 ) donc l’équation 

d 2 x 

différentielle du mouvement est m —— + kx - k(bsin{a>t) + 4) et après mise en forme : 

dt 1 


d 2 x 
dt 2 


+ u>qX = u)q (b sin ( a>t ) + l v ). C’est une équation d’oscillateur harmonique forcé. 


En reprenant les hypothèses de la question 7, déterminer l’élongation du ressort 
X(t) = x(t) - 4. 

_ bojQ (lo sin a>ot - u>o sina>t) _ , ba>o (co sin a>ot + cjq sinwf) 

□ a. X(t) = ----- □ b. X(t) =- 


O ) 2 + 0)1 


(O 2 + (Oq 


_ bcüQ (w sin mot + coq sin eut) _ . ba>o (u> sin cjQt - coq sin cot) 

□ c. X(t) =----- $ d. X(t) = - 


O) 2 - ù)q 


7 2 

(1)- ~ LÜq 


L’oscillateur étant non amorti, il faut tenir compte à la fois de la solution homogène et de 
la solution particulière. 

La solution de l’équation homogène est de la forme xn(t) = A sinfwof + tp) et une solu¬ 
tion particulière est x p (t ) = 4 + R sin eut. En reportant x p (t) dans l’équation, on arrive à 

bcjl 
B = 0 


2 2 ■ 

LÜq - Lü- 
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La solution générale est donc x(t) = A sin(«of + <p) + l v + 


bu>Q 

2 ? 
ÙJ Z ~ OJ z 


sin(wf). D’après les 


conditions initiales, à t = 0 : 


/„ = A sin(^) + /„ 

„ . u>bojl ce qui conduit à 

0 = Aa>o cos(0 + if) h —r-- cos (0) 

ùJq - ür 

„ 4 bcouQ bcuùjQ , 

ip = 0 et A = — --, ou p = n et A =----. Dans les deux cas cela revient a 


? 2 ’ 
ù) z - (jJq 


? 2 ’ 

Cü z ~ COq 


bùjcjo ba>î 

écrire X(t ) = x(t) — l v = — - - sin(tuoî) H---- sin (eut). 


? 2 
LJ- ~ U)q 


LJq - LJ 2 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est soumis 
à l’action d’un ressort de raideur k accroché en O ainsi qu’à une force de frottement 
fluide / = -au. Écrire l’équation du mouvement, la mettre sous forme canonique et 

xTkm 

en déduire suivant la valeur de Qo - -la condition pour qu’il y ait des oscillations 

a 

amorties. 


a a- Qq<\ 


[S b. Qo>\ 


□ c. Qo < ~ 

V2 


□ d. Qo > ~ 

V2 


d~x dx 

En projection sur l’axe Ox l’équation du mouvement est : m —- = —a - k(x - 

dt z dt 

[k yfkm lj o , a lj o 

Si on pose ljq = \ — alors a = -= m — donc — = —. 

V m Qo Qo ni Qo 

On retrouve en posant X = x - /,, et en divisant l’expression par m la même équation 

. _ T _ , . . . d 2 X ljq dX , ^ 

canonique que pour le circuit RLC en régime transitoire : —— H- 1 - ojtX = 0. On 

dt- Qo dt 

remarque au passage l’analogie entre un système électrique et un système mécanique. Dans 
le premier cas, les pertes énergétiques sont dues à la résistance, dans le deuxième cas elles 
sont dues aux frottements. 

d 2 X lj o dX 2 

Les solutions de l’équation caractéristique H-— +u>qX — 0 sont de type oscillatoire 

dt 1 Qo dt 

• ‘ ’ 2 ^00 2 

amorti si l’équation caractéristique r + —r + lj 5 = 0 a des racines complexes, donc si le 
discriminant est négatif. 


A = 


OJO 

Q~0 


9 1 

•4«5<0 si Qo > 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est soumis à 
l’action d’un ressort de raideur k accroché en O ainsi qu’à une force de frottement fluide 
/ = -cru avec a = Vkm. Sachant qu’à t - 0 l’allongement du ressort est nul et que le 
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point matériel est lancé avec une vitesse initiale uq, déterminer l’allongement du ressort 
en fonction du temps. 


2vn _"o' . 

03 a. X(t ) = ———e 2 stn 


□ c. X(t) = 


V3wo 

VQ 


V3«of 


V() _ 

□ b. X(t) = —e 2 sin 
a>o 


x/3u>ot 


V3w 0 


e 2 sh(V3wof) Od. X(t) = —<? 2 sh(V3n>of) 


En reprenant les mêmes notations qu’à la question 9, Qq — 1, A = —3u>q et donc l’équation 

J . , -1 + / V3 -1 - y V3 

caractéristique admet deux racines complexes r i = -— - ojq et ri = - - - coq. 

V3wot A 
- T— +( P 


La solution de l’équation différentielle est de la forme X(t) = Ae 2 sin 

Les conditions initiales imposent que X, = q = 0 = A sin <p, 
dX \ Ato o V3 Aa>o . 


et 


dt 


VQ 


1=0 


, n A V3«o 2uq 

■ cos <p -sin ip donc tp = 0 et uq — -soit A = -. 

2 2 V3 ùjq 


2vq u 0 i 

L’allongement du ressort est donc X(t) = ———e 2 sin 

v3coq 


V3a»o t 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est soumis à 
l’action d’un ressort de raideur k accroché en O ainsi qu’à une force de frottement fluide 
/ = -cru avec a - 4 Vkm. Sachant qu’à t - 0 , l’allongement du ressort est nulle et 
que le point matériel est lancé avec une vitesse initiale uq, déterminer l’allongement du 
ressort en fonction du temps. 


□ a. X(t) = 


$ c. X(t) = 


2vp 

V3wo 

vo 

V3tuo 


e ' 2 "°' sin 


V3wot 


□ b. X(t) = — e - 2oj °' sin 


e~ 2ùJ0t sh ( V3w 0 r) 1 d. X(t) = 


CO 0 
2vq 

V3 ÙJq 


—'IüJqÎ 


V3wof 


sh ( V3a>otj 


En reprenant les mêmes notations qu’à la question 10, Qq = -, A = I 2o>q et donc l’équa¬ 
tion caractéristique admet deux racines réelles r\ = (-2 + VT) coq et ri = (-2 - VT) coq. 


— 0-2üJot 


^Ae 


dluiot 


+ Be 


La solution de l’équation différentielle est de la forme X(t) = e 
Les conditions initiales imposent que X t= o - 0 = A + B, 

et ( — ) - vq = -2cjq (A + B) + V3coq (A - B) donc vq = 2A VÏcoq et A = —^ — . 

\ dt h =o 2 V3w 0 


- V3«oM 


L’allongement du ressort est donc X(t) 


vq 


VÎcoq 


e^ 2a>0 ' sh( V3co 0 t). 


Un point matériel M de masse m en mouvement sur l’axe Ox horizontal est soumis à 
l’action d’un ressort accroché en O ainsi qu’à une force de frottement fluide / = -a v 
et à une force F = Fq cos (tot)u x . On pose X = x - l v et X{t) = Zq exp(j(wt + tp)) 
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et X () = X t) exp (j<p). Écrire l’équation du mouvement et en déduire la relation vérifiée 
par Xo. 

□ a. Xq (k + a> 2 m + ajcjj - Fq $1 b. Xo (k - io 2 m + ajajj = Fq 

□ c. Xq (k + arm + au ») - Fq □ d. Xq (k - arm + ataj = Fq 

Le principe fondamental de la dynamique projeté sur l’axe Ox donne l’équation : 

d 2 x dx d 2 X dX 

m—- = -a - k(x - /„) + Focos(tot) donc m —— + a -h kX — /'ocos(wf)- X(t) est 

dt- dt dt- dt - 

d 2 X dX 

solution de m—— + a - 1 - kX — Fq exp (Ja>t). La dérivation par rapport au temps revient 

dt~ dt 

à une multiplication par jo> donc -armX + a ja>X + kX — Fq exp( jajt). Après factorisation 
et simplification par exp (jajt) on arrive à Xo (-arm + ajio + k\ - Fq. 

Déterminer la condition de résonance d’élongation pour l’oscillateur décrit à la question 
12 . 

_ mk _ mk 

□ a. a < a / — □ b. a > -» / — 

V 2 V 2 

$) c. a < yflirik □ d. a > V2 mk 


L’élongation du ressort a pour amplitude le module de l’amplitude complexe : 

lgo| = . 1 - -H y a résonance si cette amplitude passe par un maximum 

J (k - maj 2 ) 2 + (au>) 2 

pour une pulsation a> r . Il faut pour répondre à la question étudier le dénominateur de |Xo| 
et plus précisément f(aS) = (k - mur ) + (aaj) 2 . En dérivant par rapport à « on obtient 
f'(aj) = 2 (k - /mw 2 ) (-2 maS) + 2a 2 u>. 


i k a 2 

f iaS) s’annule pour u> - 0 et a> r = \/-La deuxième solution n’existe que si 

_ V m 2m 1 

a < ^J2mk et l’étude des variations de f(oj) montre alors que l’extremum est un maximum, 
comme pour l’étude de la tension aux bornes d’un condensateur dans un circuit RLC série 
soumis à une tension sinusoïdale de fréquence variable. 


Déterminer la pulsation de résonance de vitesse u>\ pour cet oscillateur. 
[2k [k 


□ a. a)\ = 


50 b, a) 1 — 


_ k ka 2 

□ e. wi=J— Od. w!=W-- — 

V 2m y m 2m- 

La question 12 a permis de montrer que Xit) est solution de l’équation : 


-armX + a ja>X_ + kX = Fq exp (jajt) donc Xit) = 


Fq exp ija>t) 
k — arm + a ja> 


et comme la vitesse est 
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la dérivée de la position, la vitesse complexe a pour expression 

jcjFo exp (jojt) Fq exp (ja>t) 


V(t) = jüjXQ) 


k - arm + aja> k- arm 
jùj 


+ a 


On en tire V = 


F o 


V (^) 2 


k — arm 

qui passe par un maximum pour - = 0 


+ a A 


(le dénominateur est alors minimal) et donc u>i - \ Cette pulsation est indépendante 

V m 

des frottements, de même que la pulsation de résonance d’intensité dans un circuit RLC 
série ne dépend pas de la résistance. 

On a ainsi analogie entre le comportement d’un oscillateur électrique et un oscillateur 
mécanique. 


15 Théorème du moment cinétique 


VRAI/FAUX 



Moment d’une force 


XIV DF a. Le moment par rapport à un point A d’une force F appliquée à un point 
matériel M est défini par Ma = AM A F. 


Il s’agit de l’application directe de la notion de moment d’un vecteur par rapport à un point. 


□ V [S F b. Le moment par rapport à un point A d’une force F ne dépend que de la 
norme de la force et de la distance AM. 

Le moment dépend aussi de la distance entre le point A et la droite d’action de la force 
(« bras de levier »). 
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f 


Le vecteur Ma a pour norme AM |. ||f|| . |sina| en notant a l’angle AM.f\. Or 


Um . |sin ai = AH = d qui est le bras de levier de la force. 


^1 V DF c. Le moment par rapport à un point A d’une force F appliquée à un point 
matériel M donne une indication sur le sens de la rotation autour de A induite par la 
force F. 


Le sens du vecteur Ma = AM A F donne, en suivant la règle « du tire-bouchon » ou « des 
doigts de la main droite », le sens dans lequel la force F tend à faire tourner M autour 
de A. Sur le schéma précédent, le produit vectoriel serait dirigé vers nous (pouce de la 
main droite), ce qui correspond à une rotation dans le sens trigonométrique direct (autres 
doigts de la main droite). 



Moment cinétique 


□ V $ F a. Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m par rapport à 
un point A est défini par La = mv A AM. 

Par définition, le moment cinétique est le moment de la quantité de mouvement : 

La = AM A ~p — AM A iifu . 



Quand on permute l’ordre des deux vecteurs d’un produit vectoriel, ce produit 
change de sens (contrairement au produit scalaire). 


39 V DF b. Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m par rapport à 
un axe À de vecteur unitaire u et passant par le point A est défini par L A = La . n. 

Le moment cinétique par rapport à l’axe A est la projection orthogonale du moment ciné¬ 
tique vectoriel sur A. 


^1 V DF c. Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m par rapport à 
un axe A de vecteur unitaire u ne dépend pas du point de l’axe choisi pour effectuer le 
calcul. 

Soient A et A' deux points de A: La = AM A mv = ^ AA' + A'M j A mv = AA' A mv + L ^. 

Or le produit vectoriel AA' A nfv est perpendiculaire à AA' donc à A et par conséquent 
IaA' A mv \ • ~u — 0. Il reste donc La -~u = La> -~u. 



Théorème du moment cinétique 


□ V $ F a. D’après le théorème du moment cinétique dans un référentiel galiléen, 
la dérivée du moment cinétique par rapport à un point A quelconque est égal à la somme 
des moments des forces par rapport à A. 


Le point A doit être fixe dans le référentiel d’étude. 
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^ V DF b. Si les droites d’action de toutes les forces appliquées à un point maté¬ 
riel M passent par le point A fixe du référentiel d’étude galiléen, il y a conservation du 
moment cinétique de M par rapport au point A. 

Cette propriété résulte directement de l’application du théorème du moment cinétique : les 

cILa —> 

moments de toutes les forces sont alors nuis et-= 0. 

dt 


QCM 


| Déterminer en coordonnées cylindriques la composante L z du moment cinétique d’un 
point matériel M de masse m par rapport à l’origine O du repère. 


_ de 

□ a. L- = mp— 
dt 


_ 7 de 

09 b. L- = mp — 

dt 


□ c. L- - mp 



□ d. L z = m 



En coordonnées cylindriques, OM 


—> —> —* dp _» d8_> dz 

^ pup + zu- et v — — u p + p — uq h- m- d ou, puisque 

dt dt dt 


u z — u p A Ug, 



et donc L- = m 



u z — mp 


dO 

dt 



Un point matériel M de masse m est fixé au bout d’un fil inextensible de masse négli¬ 
geable et de longueur l. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O fixe. Détermi¬ 
ner le moment Mo par rapport à O de la tension T du fil et le moment M' 0 du poids mg. 
On fera intervenir l’angle 8 entre le fil supposé tendu et la verticale Ox descendante. 



$ a. Mo — 0 □ b. Mo = ||r|| Icoselh 

□ c. M' 0 = mgl sin 0~u z 09 d. M' () = -mgl sin e~u z 
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La droite d’action de la tension T passant par le point O , son moment par rapport à O est 
nul. 

Le moment du poids Mo se calcule par Mo = OM A [rng j = mOM A gu x donc Mo = 
mlgup A (cos 6u* p — sin Sîg^ - — mlg sin Su z 


Déduire des deux questions précédentes l’équation différentielle du mouvement de M 
dans le cas d’un mouvement circulaire de rayon /. 


_ d 2 6 

aa - l ~ 


g sin 6 — 0 


6 

$ c. l—-r + gsinO = 0 
dt z 


cfi 6 

□ b. l-j^-gcos6-0 

(fi 6 

□ d. l—r + g cos 9 — 0 

dt - 


En appliquant le théorème du moment cinétique dans le référentiel supposé galiléen, 


, d6 


mp~ 


dt 


-mlg sin 6 


dLo —» —? d 

-jj- = Mo + M 0 d’où en projection sur l’axe Oz horizontal : — , 

avec p — l. L’équation différentielle du mouvement est donc après simplification : 

,d 2 e 

l —- = -a sin 8. 
dt 2 


I I Un point matériel M de masse m est accroché à un fil inextensible de masse négligeable 
et de longueur I. L’autre extrémité du fil est accrochée à un point O fixe. M se déplace 
sans frottement sur un cône d’axe vertical Oz, de sommet O, de demi-angle au sommet a. 



On suppose que le fil reste tendu au cours du mouvement et que le point matériel reste 
en contact avec le cône. Soit a> la vitesse angulaire de rotation de M autour de l’axe Oz. 
Déterminer le moment cinétique de M par rapport à Oz. 

□ a. L z — ml 2 a) sin a □ b. L z — ml 2 to sin 2 a 

$) c. L z — m {l sin a) 2 u> □ d. L, = m (l cos a) 2 u> 
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Le fil restant tendu, la trajectoire de M est un cercle de centre A et de rayon p = / sin a 
dans un plan Axy perpendiculaire à l’axe Oz. En utilisant le résultat de la question 4 en 

7 dO 7 

coordonnées cylindriques, L- = mp — = m (l sin a) a>. 

dt 



Dans la configuration de la question 7, déterminer le moment M z de la réaction du sup¬ 
port et le moment M' du poids par rapport à l’axe Oz. 


$a. M z = 0 Db. M z = |^j|/tancr 

$1 c. M' — 0 □ d. M[ = mgl sin a 


La réaction étant perpendiculaire au cône en l’absence de frottement, le produit vectoriel 
Mo = OM A R, perpendiculaire aux deux vecteurs, est dirigé suivant le vecteur ug des 
coordonnées cylindriques. Sa projection sur l’axe Oz est donc nulle. 

Le moment du poids M' 0 = mOM/\g lui est perpendiculaire, il n’a donc pas de composante 
sur Oz. 

Finalement M z = M' z — 0. 


9 


Déduire des deux questions précédentes les caractéristiques du mouvement du point 
matériel M. 

a. mouvement uniforme □ b. mouvement oscillatoire 
^1 c. mouvement circulaire □ d. mouvement parabolique 


Les trois forces s’exerçant sur M (poids, réaction du support, tension du fil) ont toutes un 
moment par rapport à Oz nul. L’application du théorème du moment cinétique par rapport 


à l’axe fixe Oz conduit donc à l’équation 


dL z 

dt 


- 0 soit L z = m (/ sin a)~ to égal à une 


constante. Comme m, / et a sont des constantes, il en est de même pour a>. 


Soit un point matériel M de masse m soumis à un ensemble de forces dont la résul¬ 
tante F passe par le point fixe O. On suppose qu’à l’instant initial, la vitesse uq de M 

-> 

est perpendiculaire à la direction du vecteur O Mo, et on appelle xOy le plan contenant 
ces deux vecteurs. Ultérieurement, on note r = OM, 8 l’angle polaire des coordonnées 
cylindriques et v la norme de la vitesse. 

^1 a. la trajectoire est plane □ b. la trajectoire est circulaire 


□ c. v = 


OM 0 


vo 


^de 

p™. - 


OM, 


Vo 


D’après le théorème du moment cinétique par rapport à O en présence d’une résultante des 

forces parallèle à OM : —— = OM A F = 0. Le moment cinétique se conserve donc et 
dt 

reste égal à sa valeur initiale, soit Lq = mOMovou z . 
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Quel que soit l’instant considéré, Lç> = OM Av — mOMovôïu donc le vecteur u z est 
toujours perpendiculaire à OM, ce qui implique que M se déplace dans le plan xOy. 

jdO 7 d0 

En utilisant la conservation de L, = mp — = mr — pour le mouvement dans le plan xOy 

dt dt 

7» Il 


on obtient la relation 


de 

dt 


OMq 


vo 


Déterminer l’énergie cinétique Eç du point matériel décrit à la question 10 . 


_ 1 (dr 

□ a. £ c = -,„ - 


□ c. Er — —m 
2 


dr 

~dt\ +y ° 


r 2 


(OM 0 ) 2 


$) b. Eç = — m 


□ d. Eç — —m 

2 


dr 

1 ,■' 


;(OM 0 ) 2 


» r 1 


PII' 


En coordonnées cylindriques et pour un mouvement dans le plan xOy, les coordonnées de 
, • dp dr de d6 . . , . 

la vitesse sont v p = — = — et vg — p — = r —. L energie cinétique est par conséquent 
dt dt dt dt 


égale à Eç — —m 


dr 


dt) \dt 


de 


21 


de 

. En remplaçant — par son expression en fonction des 
dt 


conditions initiales : Eç = —m 
C 2 


dr\ 2 2 (OMq) 2 
dt) +V ° r 2 


Le point matériel décrit à la question 10 est soumis à une résultante des forces de la 
-> ÔM 

forme F = a ——. Déterminer l’énergie potentielle Eç de M en la prenant nulle à F infini 
par convention. 

□ a. = j 


□ c. Ep = —— $1 d. E P - 

r 


La force centrale F et l’énergie potentielle sont liées par la relation dEp = —ôW-p donc 

ar a a 

dEp = — çdr = —t -dr et par intégration Ep = 

r i r - r 

| Déduire des questions 11 et 12 l’énergie potentielle effective £p e // du point M. On 
posera O Mo = r q. 


y2 y2 

$ a. Ep eff (r ) = »iuq ^2 + j O b. E Peff (r ) = ^ 


2 r 2 r 

2 2 
r cy r ck 

□ C. Ep eff (r) = otuq—+ - □ d. E Peff (r) = mv 5-3 - - 

zr Q r zr Q r 
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L’énergie mécanique est égale à Em - Eç + Ep = —m 


1 (dr 


dr\ 2 (OMo) 2 


di ] +V ‘ 


0 1 
r" 


a ™ 

H—. Elle se 
r 


met sous la forme Em = —m | — ) + Ep e ff(r ) ce qui permet de se ramener à un problème 


à un degré de liberté. On pose donc £/> c //(r ) = mv' 0 


2 r Q + a 


Dans le cas oùf=« 


OM 


avec a < 0 : 


^1 a. La force est attractive. 

□ c. Ep e ff(r) présente un maximum. 


□ b. La force est répulsive. 

$) d. Ep e ff(r) présente un minimum. 


Dans le cas où a est négatif, il s’agit d’une interaction attractive puisque le vecteur F 
est tourné vers le point O. Pour étudier les variations de Ep e ff(r), dérivons l’expression 
a . . t rl a |o| 

y* ~ ' ^ J J v -yZ* y2 v yO 


y 2 ^ 

Epeff(r) = mvl-yE + _ par rapport à r : E' Peff (r) = -mv La dérivée 


r 2 
2 '0 


s’annule et change de signe pour r\ = mvf ; —. Ë Pe ^(r) < 0 si r < ri et E' Pe ^(r) > 0 si 
r > r\ donc il s’agit d’un minimum : il a un puits de potentiel. La valeur minimale de 
Epeff(r) vaut alors E Peff (ri) = - 


2mv 2 0 r 0 


2 ' 


15 


À l’instant t = 0, uq — , I-. Déterminer l’énergie potentielle effective initiale, l’éner- 

mro 


gie mécanique Em et la forme de la trajectoire de M. 

□ a. E M = 0 $ b . E M = 

2 r 0 

$) c. trajectoire circulaire □ d. trajectoire parabolique 


L’énergie potentielle effective pour la position initiale est : 

J2 

Epeff(r) 


2 0 


mv ~°2?- + 7 = m 


a 


a 


a 

2 mr 0 r 0 2 r 0 


L’énergie mécanique est, en sommant à t = 0, l’énergie cinétique et l’énergie potentielle : 
m |aj a a 

Em = -1-= —. On constate que E M = L/v/yL'o)- Comme de façon générale, 

2 mr 0 r 0 2 r 0 

Em > Ep e ff(ro), la seule possibilité est que r = r ( ). La trajectoire étant plane, c’est donc 
un cercle de rayon ro . Le mouvement est de plus uniforme puisque le moment cinétique se 
conserve. 
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16 Mouvements dans un champ newtonien 


Déterminer l’expression de l’énergie potentielle d’un point matériel de masse m soumis 
à l’attraction d’une planète de masse Mp. On notera r la distance entre le centre de la 
planète et le point matériel. 


$ a. E P = - 


□ c. E P = - 


GmMp 

r 

GmMp 


□ b. E P = 


□ d. E P = 


GmMp 

r 

GmMp 


r r —> Gm\ni2 

La force de gravitation entre deux particules matérielles est de la forme : F — --— u , 

r 1 

m,\ et mp étant les masses des particules. L’énergie potentielle dont dérive F se calcule en 
intégrant l’expression dEp = — ^ \ —- j dr. 


En prenant par convention l’énergie potentielle nulle à l’infini, Ep 


Gnigm 


Dans le cas d’un point matériel de masse m soumis à l’attraction d’une planète de masse 
Mp et en faisant l’hypothèse d’une répartition sphérique des masses, l’expression pour 
deux masses ponctuelles est valable (voir le théorème de Gauss en électrostatique) et donc 
GMpin 

E P =-. 

r 

Un satellite est en mouvement circulaire autour de la Terre. Le rayon de son orbite étant 
égal à R , déterminer sa vitesse v dans le référentiel géocentrique. 


fl a. v = R t J | 

□ c. v = rJ^- 
v Rt 


□ b. v = R t J— 

V 2 R 

□ d. v = rJ ^ 

y Rt 


Soit G la constante de gravitation universelle et Mp la masse de la Terre. 

En appliquant le principe fondamental de la dynamique en projection sur u p en coordon 

GMpin 


, . . dO 

nees cylindriques : -mR | — 


R 2 


clO 


dans le cas d’une trajectoire circulaire. La 

GMj 


vitesse radiale v p étant égale à R—, la norme de la vitesse vérifie la relation v = 

dt R 

Enfin, en assimilant le champ de gravitation à la surface de la Terre d’une part, et la pesan- 

M T G I cjq 

teur d’autre part, l’expression de go est go = donc v - Rt y —. 


Déterminer l’énergie Em d’un satellite de masse m sur une orbite circulaire de rayon R 
autour de la Terre. 


fl a. Em = -m 


□ c. E m = 


goRp 

~2R~ 

2g 0 R\ 

l - 

R 


O b. Em = 


d d. Em = 


CJqRj 

1 - 

R 

ÇqRji 

1 V2 R 


193 


Corrigée 




i • 1 ij 1 ^ g 0 

On somme l’énergie cinétique E c = -mu = — mRj — et l’énergie potentielle E p = 

mMjG go R\ 9 qRj 

= —m —-— = —2Ec- Le résultat est donc Em = —m- 


R 


R 


2 R 


Quelle est la relation entre la période de révolution T d’un satellite sur une orbite circu¬ 
laire autour de la Terre et le rayon R de cette orbite ? 


□ a. T 2 = 2 


/n\ 2 Rj_ 

\r) go 


go 

2 R 3 


a b .r- = ms- 
R I » 


2n\ R 3 


□ c. T* = 21— - PA. T 2 = — - 


Rt ) go 


On réutilise la relation -mR 


Rt I go 

GMjm 


Re¬ 


trouvée à la question 2. La vitesse angulaire 


est constante et égale à 


d6 


GM t 2 n 

—— donc — - Rt 

R i T 


I go „ t ( 2n Y R 3 

— et finalement T~ = — I — 
Æ 3 \Rt) 


dt v 1 V \KtJ go 

On trouve que le carré de la période est proportionnel au cube du rayon de la trajectoire, ce 
qui constitue la 3 e loi de Kepler pour une trajectoire circulaire. 



Déterminer la période de révolution T et l’altitude h par rapport au niveau de la mer d’un 
satellite géostationnaire. 


□ a. T = 24 h $ b. T = Tq = 23 h 56 min 

$ c. h = 35,8 • 10 6 m □ d. h = 42,1 • 10 6 m 


Par définition un satellite géostationnaire est fixe dans le référentiel terrestre, sa vitesse 
angulaire de rotation dans le référentiel géocentrique est donc la même que celle de la 
Terre, et sa période est égale à Tq - 23 h 56 min (durée du jour sidéral). On note que 
Tq < 24h : la raison est qu’il s’agit de la période de révolution par rapport aux étoiles 
« fixes » et non par rapport au Soleil. Quand la Terre a tourné de 360° par rapport aux 
étoiles lointaines, elle s’est déplacée sur son orbite autour du Soleil, et il lui faut encore 
tourner d’environ 1° pour se retrouver orientée de la même façon par rapport au Soleil. 

En appliquant la relation trouvée à la question précédente, T 2 = 


2 TT \ 2 (R t + h) 3 
Rt) go 


On en tire l’altitude h 



-R T = 35,8- 10 6 m. 
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Lancer un satellite en partant d’un point le plus proche possible de l’équateur permet de 
« bénéficier» de la vitesse d’entraînement due à la rotation de la Terre. Cette vitesse est 
maximale à l’équateur, puisque c’est là que le point matériel est le plus éloigné de l’axe de 
rotation. L’ordre de grandeur de la vitesse d’entraînement est alors de 6,4.10 6 x 7,3.10 5 
= 467 m.s” 1 . 


Quelle est, dans le référentiel géocentrique, la vitesse u/ de libération d’un satellite ? 

□ a. vi = 178 m • s -1 □ b. v y = 356 m • s” 1 

□ c. vi — 7,9 km • s -1 $) d. vi = 11,2 km • s -1 


La vitesse de libération est la vitesse minimale permettant à un satellite d’échapper à l’at¬ 
traction terrestre (ce n’est a priori pas ce qu’on recherche, c’est donc la aussi la vitesse 
maximale permettant de ne pas le perdre !). 


Ce cas limite correspond à une trajectoire parabolique, pour laquelle l’énergie est nulle. 

L’équation vérifiée par la vitesse de libération vi dans le référentiel géocentrique est par 

_ 1 2 GmM T 1 2 mR 2 T g 0 

conséquent Em = 0 = —mvj -= —mvj -. 

2 Rj 2 Rf 

On en tire la valeur v / = \j2Rrgo = 11,2 km • s 1 



Un satellite est sur une trajectoire circulaire autour de la Terre. Que se passe-t-il si on 
double sa vitesse sans changer sa direction au moment du passage en un point Mo ? 


□ a. La trajectoire devient elliptique, de périgée Mq. 


□ b. La trajectoire devient elliptique, d’apogée Mq. 


□ c. La trajectoire devient parabolique, de sommet Mq. 


^1 d. La trajectoire devient hyperbolique, de sommet Mq. 


Le signe de l’énergie permet de déterminer simplement le type de trajectoire. 


D’après la question 2, sur la trajectoire circulaire, la vitesse est égale à v c = Rt y 
Sur la nouvelle trajectoire, v' = 2v c = 2R r donc l’énergie a pour valeur 


1 4R~ T g 0 qqR- t 

Rm = —m - m - 

2 R R 


goRj 
i - 

R 


. L’énergie mécanique étant strictement positive, 


la trajectoire est hyperbolique. 

La direction de la vitesse ne change pas au moment où sa norme est multipliée par deux, 
elle reste donc orthoradiale, si bien que Mq est forcément le sommet de l’hyperbole (seul 
point de la conique où cette propriété géométrique est vérifiée). 
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Déterminer le rapport des masses Mj de la Terre et M s du Soleil, sachant que la pé¬ 
riode de révolution de la Terre autour du Soleil est T\ = 365,25 jours et que celle de 
la Lune autour de la Terre est T 2 = 27,32 jours. On considérera des trajectoires de 
rayon moyen R\ = 149,6 • 10 6 km pour la Terre autour du Soleil et de rayon moyen 
Ri = 384,4 • 10 3 km pour la Lune autour de la Terre. 


□ a. — = 1,1 • 10 5 
Mj 


□ b. — = 2,2 • 10 5 

Mj 


Æc. — =3,3- 10 5 
M t 


□ d. — = 4,4 • 10 5 
M j 


On retrouve la troisième loi de Kepler pour le système Terre/Soleil et pour le système 
Lune/Terre en appliquant le principe fondamental de la dynamique. 

'4 n 2 \ GMfM s 

Terre/Soleil : JdfRi 11 


Lune/Terre : MT Ri 


T 2 
L \ ) 

4k 1 

T 1 
1 2 


R\ 

gm,m t 

R\ 


En combinant les deux égalités on obtient 


'R]' 

r r 2 \ 

1 2 

T 2 

V 7 1 ^ 

UiJ 


— = 3,3 • 10 5 
Mt 


10 


L’orbite terrestre autour du Soleil est une ellipse d’excentricité e = 0,0167. Déterminer 
le rapport des vitesses de la Terre vp au périhélie (point de l’orbite le plus proche du 
Soleil) et va à F aphélie (point le plus éloigné du Soleil) dans le référentiel héliocentrique. 


□ a. 

□ c. 


Vp 

— = 1,068 
va 

Vp 

— = 1,017 
va 


$b. — = 1,034 

va 

□ d. — = 0,967 

va 


Le mouvement se fait suivant la loi des aires, et de plus la vitesse étant orthoradiale en ces 

deux points particuliers, on peut écrire que la constante des aires c s’écrit c = ppVp = pava 
vp p a P 

donc — —. Comme l’équation de l’ellipse est p = -, 

va pp 1 + e cos 6 

Vp Pa 1 + e 

— = — =-= 1,034 soit un écart relatif de l’ordre de 3 %. 

v A p P 1-e 


11 


Un satellite artificiel de masse m est lancé depuis un point Mo tel que OMq = n t ; sa 
vitesse dans le référentiel géocentrique est orthoradiale et de norme vo égale à la moitié 
de celle qui lui donnerait une trajectoire circulaire à partir de la même position initiale. 
Déterminer l’énergie mécanique et le moment cinétique du satellite dans le référentiel 
géocentrique. 


□ a. E m = \mRl— $ b. E M = ~mRi — 

8 r 0 8 r 0 

171 

□ c. Lq - mRj yjrogo $) d. Lq = —Rj yfrôgô 
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La vitesse du mouvement circulaire a déjà été calculée : v c = Rt + — donc vq = -Rt .. 

V r o 2 y r 0 

• • wî ^ çio o ûq 7 o ao 

L’énergie mécanique est égale à Em = —Rj - mR T — = — mRi — et le moment 

B r 0 r 0 8 r 0 

m _ 

cinétique vaut Lq = —Rt y/rogo. 


Déterminer le paramètre p de la trajectoire du satellite décrit à la question 11. 
□ a. p = r 0 □ b. p = 


. P =j Od.p= r j 


L’énergie mécanique étant négative, la trajectoire est une ellipse. Pour déterminer le para¬ 
mètre, utilisons le principe fondamental de la dynamique. 

D’après la formule de Binet pour l'accélération, c étant la constante des aires, 

2 2 / d II \ 2 2 2 tT" 1 r^—^— 

- mc~u —- + u = —mM/ Gu = —mgoR r u avec c — — = —Rj vrogo- 
\ dQ~ / m 2 


l+ecos0 d 2 u 
Par ailleurs u = -et —- 

p dd 2 


obtient à partir des relations précédentes p = —. 


ecos 8 v c 2 2 y~, 2 1 

-d ou — = goRr- Comme c = -Rÿ iogo on 

pp 4 

ro 


En utilisant les caractéristiques de la vitesse au périgée et à l’apogée d’une trajectoire 
elliptique, établir la relation entre l’énergie et le demi grand axe pour un satellite de 
masse m en mouvement autour de la Terre. 


$ a. a - - 


□ c. a — - 


mgoRj 
2 E 

mgoRj, 


□ b. a = — 


□ d. a = — 


mgoRj, 

V2£ 

\l2mgoR\ 


Au périgée et à l’apogée la vitesse est orthoradiale : on a donc en utilisant la loi des aires 

c le 2 goRj 

v — L’énergie a donc pour expression en ces deux points E = —m— - m -. On en 

r 2 r 1 r 

déduit que r est solution d’une équation du second degré : rE + mrgoR 2 - —me 1 = 0. Les 

deux racines sont r A et r P dont la somme est égale au grand axe de l’ellipse : r A + r P - 

mgoRz. manR 2 ., 

2a =-donc a = - 

E 2 E 

Cette formule classique est analogue à celle obtenue pour une trajectoire circulaire, à condi¬ 
tion de remplacer le rayon du cercle par le demi grand axe de l’ellipse. 
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Soient deux particules chargées : la première fixe, de charge Q > 0, située à l’origine O 
du repère, la deuxième mobile, de charge q > 0. À l’instant initial, la charge mobile, 
située sur l’axe Ox à une distance D de la charge fixe, a une vitesse Vo parallèle à Ox 
et dirigée vers l’origine. Déterminer l’énergie Em de la charge mobile et la nature de la 
trajectoire. 


_ 1 9 qQ 

aa ' EM =2 mV î-4 

^1 c. trajectoire rectiligne 


58 b - Em ~ \ mV » + 4^4 
□ d. trajectoire hyperbolique 


qQ 

47rsor 2 

qQ 


La force de Coulomb entre les deux particules matérielles est : F 
potentielle dont dérive F se calcule en intégrant l’expression dEp = - | , | dr. 

En prenant par convention l’énergie potentielle nulle à l’infini, Ep = 


u. L’énergie 


47rsor 2 

qQ 


î 


qQ 


4ns(,r 

. Elle se conserve, donc 


L’énergie Em de la charge mobile est égale à Em = —rmf + 

2 4kso>' 

1 ? qQ 

grâce aux conditions initiales, Em = -mVx H-. 

2 4tteoD 

Le moment cinétique de la particule se conserve et est nul à l’instant initial, donc il reste 
nul à tout instant. Le mouvement est par conséquent rectiligne le long de l’axe Ox. 


Avec les hypothèses de la question précédente, déterminer la distance minimale d’ap¬ 
proche d m . 

^1 a» d m — 

□ c. d m = 



D 

□ b. 

ri - 


D 

1 + 

2 ” e<>D mV 2 
qQ " lV 0 

u m — 

1 + 

4iï£o D v 2 
qQ " lV 0 


D 

□ d. 

d - 


D 

~ 1 + 

™a°mV 2 

qQ V 0 

Li m — 

1 + 

££o£ y 2 

2 qQ rnv 0 


La distance minimale d’approche correspond à la position où la particule mobile fait demi- 
tour sur l’axe Ox. 

En utilisant la conservation de l’énergie mécanique entre l’instant initial et le moment où 

1 9 qQ qQ 

la vitesse s’annule : Em = -mVx H-=-■ 

2 0 4t:eqD 4nE ü d m 


Il en résulte que 


1 


4ns 0 

2 W 


z 1 

ihVq + — donc d m - 


D 


D 


l + 2ns ° D mV 2 ' 
qQ 0 
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17 Cinématique du changement de référentiel 
VRAI/FAUX 



Composition des vitesses et des accélérations 


□ V XI F a. Le point dit « coïncidant » P est un point fictif immobile dans le réfé¬ 
rentiel absolu et dont la position à un instant donné est la même que celle de M. 


I C’est dans le référentiel relatif que le point P est fixe. Il permet de décrire la composante 
du déplacement due au mouvement du référentiel relatif par rapport au référentiel absolu. 

□ V [S F b. Quand R, est en translation, le point coïncidant P est forcément en 
mouvement rectiligne dans R a . 

Dire qu’un solide est en translation signifie qu’il ne change pas d’orientation par rapport 
au référentiel d’étude : tous les points liés au solide ont des trajectoires identiques, mais 
ces trajectoires peuvent être de formes très variées. Si ce sont des droites ou des portions 
de droites, il s’agit d’une translation rectiligne ; si ce sont des arcs de cercle, il s’agit d’une 
translation circulaire, etc. Par exemple, le référentiel géocentrique est en translation quasi 
circulaire par rapport au référentiel héliocentrique. 

Dans tous les cas, les directions des axes liés au référentiel relatif sont invariables par 
rapport au référentiel absolu, et souvent on choisit alors les mêmes vecteurs de base dans 
les deux référentiels. 

X) V DF c. La vitesse absolue de M est la somme de sa vitesse relative et de la 
vitesse absolue du point coïncidant (vitesse d’entraînement). 


Il s’agit de la loi de composition des vitesses, que l’on obtient à partir de la relation 



On décompose le vecteur O'M sur la base ( i , j , k). Dans le cas général ces vecteurs 
de base sont de direction variable dans le référentiel absolu, il ne faut pas oublier de les 
dériver : 


‘ dO'îvC 


dt 


R a 




d i 


d j dk 


x— + y— + z— 
dt dt dt 


En regroupant les termes. 


dOO' 

dt 


d i 


d j d k 


x—— + y —- + z—— 

dt ' dt dt 


représente la vitesse absolue 


d’un point dont la position est celle de M , mais qui serait fixe dans R r . Il s’agit du point 
coïncidant P. Le résultat du calcul est que 


dOM 


dt 


dOP 

dt 


dO'M 

dt 


- Vf + v r . 
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□ V 09 F d. L’accélération absolue de M est la somme de son accélération relative 
et de l’accélération absolue du point coïncidant (accélération d’entraînement). 


En dérivant à nouveau l’expression précédente par rapport au temps et en tenant compte 
de la variation des vecteurs i, j, k par rapport au temps dans le référentiel absolu, 


il apparaît un terme supplémentaire que l’on appelle accélération complémentaire : 


a c = 2 


dx d i dy d j dzdk 
dt dt dt dt dt dt 


. En dehors du cas particulier de la translation, il faut 


v J 

veiller à ne pas oublier ce terme (aussi appelé accélération de Coriolis). 



Référentiel relatif en translation par rapport à R a 


09 V DF a. La vitesse d’entraînement est la même pour tout point en mouvement 
par rapport à R r . 


Dans le cas d’un référentiel relatif en translation, tous les points coïncidants ont exactement 
le même mouvement, et donc la vitesse d’entraînement est la même pour tout point M. Pour 
la déterminer, on peut par exemple considérer le mouvement de l’origine O'. 

09 V DF b. L’accélération d’entraînement est la même pour tout point en mouve¬ 
ment par rapport à R,. 


L’explication est la même que pour la vitesse. 



Référentiel relatif en rotation autour d’un axe fixe dans R a 


□ V 09 F a. La vitesse d’entraînement est la même pour tout point en mouvement 
par rapport à R r . 


Dans le cas d’une rotation autour d’un axe fixe, les différents points coïncidants décrivent 
autour de l’axe de rotation des cercles dont le rayon est égal à leur distance à l’axe. La 
vitesse d’entraînement est d’autant plus grande que le point est éloigné de l’axe. 

□ V ^1 F b. L’accélération d’entraînement est la même pour tout point en mouve¬ 
ment par rapport à R,. 


I Comme pour la vitesse d’entraînement, l’accélération d’entraînement dépend forcément de 
la distance à l’axe de rotation. 


QCM 


leur constante positive. On choisit les mêmes vecteurs de base dans les deux référentiels. 
_^ —> 

La vitesse relative vaut v r — at I avec a une constante. Déterminer la vitesse absolue et 
sa norme. 

□ a. Ul = at I + atK 09 b. ~v* a = at I + 2atK 

□ c . v a - (a + a) t 09 d. v a — t V4 a 2 + a 2 


R r est en translation rectiligne accélérée par rapport à R a et 00' = at 2 K où a a une va- 
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Il s’agit de la combinaison de deux mouvements de translation rectiligne. 
D’après la loi de composition des vitesses. 


V a - V e + V r = 


dOP 

dt 



En effet puisque R r est en translation tous les points coïncidants ont la même vitesse par 
rapport à R a . En remplaçant : v a = lut K + at. La norme de la vitesse absolue est 

= yj(2at) 2 + (at) 2 . 

Pour le mouvement décrit à la question 4, déterminer l’accélération absolue et sa norme. 

a. a a — 2a K + a I □ b. a a — a K + a I 

$ c. a a = Va 2 + 4cr 2 □ d. a a - a + 2a 


Il n’y a pas d’accélération complémentaire puisque R, est en translation. D’après la loi de 
composition des accélérations, al - ~a r + ~a r . On obtient ~a a = al + 2aK. 

La norme de ce vecteur est égale à Va 2 + 4cr 2 . 

Un point matériel M se déplace dans le sens trigonométrique sur un cercle de centre C 
et de rayon R à la vitesse vo constante par rapport au cercle. Le cercle se translate le long 
de l’axe OZ à la vitesse V\ = ait K, cri étant une constante. Le plan du cercle reste à tout 

_> CM 

instant parallèle au plan XOY. On notera u = —— et w = K A u . Déterminer la vitesse 
absolue et sa norme. 

□ a. v a = vo u + a\t K $) b. v a — vqw + ait K 

$ c. ||t^|| = ^j(v o) 2 + (ait) 2 Hd. Ifÿ^H = \vo + a x t\ 


Le référentiel relatif est le cercle, en translation par rapport au référentiel absolu. 

D’après la loi de composition des vitesses, - ^ = Tv + L- 

Vitesse d’entraînement : 7^ = Vi = u\ tK (on utilise ici la vitesse du centre puisque tous 
les points du cercle ont la même vitesse absolue). 

Vitesse relative : 7y est la vitesse par rapport au cercle, tangente au cercle donc Ty = v<ÿw 
(vu le sens de parcours). 

On obtient donc v a = vqw + a x tK. 

Les vecteurs ~w et K étant perpendiculaires (d’après leur définition, ~u et ~w sont dans le 
plan XOY), la norme de cette vitesse est ||t£|| = a/^o ) 2 + (ait) 2 . 
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Pour le mouvement décrit à la question 6, déterminer l’accélération absolue et sa norme. 

2 2 

—» ï^o—> -> —> ^o—> 

33 a. a a — a\K - u □ b. a a - ai K - w 

R R 


Æc. K = 


R 2 


v o 

01 ~R 


D’après la loi de composition des accélérations pour un référentiel relatif en translation, 

et/1 etp ! cty » 


Accélération d’entraînement : a e = 


du centre du cercle. 


' dVc ^ 

dt 


= a\ K en utilisant à nouveau le mouvement 


)R„ 


Accélération relative : pour un mouvement circulaire uniforme, elle est centnpete, de 
2 2 2 

V Ô -> v n-> _> -» 

norme — donc a, = - u. Finalement, a a = ai K H- u. 

R R R 


„2 . "O 


La norme de cette accélération vaut ||a fl || = daj + — ; on remarque qu’elle est constante 
(mais la direction du vecteur accélération varie au cours du temps). 


R, est en rotation d’axe OZ par rapport à R a de vecteur rotation Lj = utK où a> a une 
valeur constante. L’axe Ox lié à R, est perpendiculaire à K. La vitesse relative vaut 
v r = (t>o + at) i avec vq et a deux constantes. À t = 0, le point M est sur l’axe Ox à une 
distance D du point O. Déterminer les composantes de la vitesse absolue sur le repère 

□ a. v ax — vo + at + (jüD $ b. v ax — vq + at 


$ c. v al , = \ D + VQt + 


| D + vqî + — j a) □ d. Vay = (i)Qt + at 2 ) a) 


On combine ici un mouvement d’entraînement de rotation uniforme avec un mouvement 
relatif rectiligne accéléré. 

D’après la loi de composition des vitesses, v a = v e + v r . 

Vitesse d’entraînement : le point coïncidant décrit à l’instant t un arc de cercle de rayon 

R(t) - OM(t ) = x(t). D’après les conditions initiales x(0) = D donc x(t) - D + 

at 2 —» 

vq t H-. La vitesse v e est tangente à l’arc de cercle, elle est colinéaire au vecteur j : 

at 


v e = \D + v 0 t+ — J u j ■ 

—> I 

La vitesse absolue est v a = I D + vq t + — | a> j + (vq + at) i 
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Pour le mouvement décrit à la question 8, déterminer les composantes sur le repère 
^ i, j, k j de l’accélération absolue. 


□ a. a ax — a + 2to(uo + at) 


$ b. a ax = a - ( D + v 0 t + ) ur 


at 


□ c. a ay = - 1 D + VQt + — | tu" $ d- a ay = 2to(vo + at) 


D’après la loi de composition des accélérations pour un référentiel relatif en rotation, 
a a - a e + a r + a c . 

L’accélération d'entraînement est centripète puisque la rotation est uniforme ; elle est égale 
à ~a e = -arOM = - jz) + vot + or i. 

L’accélération relative, pour le mouvement rectiligne de vitesse (vo + at) i , est égale à 

(dïl) 


fl,. = 


dt 


— ai. 


R r 


L’accélération complémentaire, pour une rotation autour d’un axe fixe de vecteur rotation 
Tu = u)K , est égale à ~a c — 27u A"îv = ^2 cuK^j A ^(i>o + at) i j = 2cu(t>o + at) j . 

L’accélération absolue vaut donc 


i at~ . , 

a - ( D + VQt + — | tu" 


i + 2 ùj(vq + at) j . 


Un cerceau de centre C et de rayon R roule sans glisser sur le plan horizontal XOY, 
C décrivant une trajectoire circulaire de rayon b à vitesse Vc constante dans le sens 
trigonométrique direct par rapport à l’axe Oz. Soit B le point de contact avec le plan 
OXY. Le cerceau reste à tout instant dans un plan vertical. On choisit comme référentiel 

V c 

relatif un référentiel en rotation uniforme d’axe OZ, de vitesse angulaire Q = —. On 

b 

-> ÔB -> -> -> 

notera i =-et j — K A i. Soit D le point du cerceau diamétralement opposé à B. 

b 

H a. le mouvement relatif de D est circulaire de rayon b. 

^1 b. le mouvement relatif de D est circulaire de rayon R. 


^1 c. la vitesse angulaire du mouvement relatif est égale à 


Vc 

R 


V c 

□ d. la vitesse angulaire du mouvement relatif est égale à — 

b 


Le point D reste à distance fixe R de C, donc le mouvement est circulaire de rayon R. 

Pour un tour complet de la roue, donc pendant une période de rotation du mouvement 
relatif, le centre parcourt une distance 2nR égale au périmètre de la roue (roulement sans 
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glissement) à la vitesse Vc- L’intervalle de temps At correspondant vérifie Vc = donc 

2n V c 

la vitesse angulaire de rotation de la roue est u> = — = —. 

6 At R 


Les questions 11 à 13 utilisent les hypothèses de la question 10. 

| Déterminer les composantes de la vitesse absolue de D. 

$ a. V a = 2 V c ~j □ b . v* a = Vc^j +~K^j 


□ C. Va = Vc 


(7-L) 


□ d. V a — 0 


Le mouvement de D est la combinaison d’une rotation d’axe OZ et de vecteur rotation 

—> Vc —* / —*\ _> Vc —* 

Q = — A\ avec une rotation d’axe IC, i I et de vecteur rotation co — — i (le signe « - » 

est dû au sens de rotation de la roue quand C se déplace dans le sens trigonométrique). 

D’après la loi de composition des vitesses, 77, = v e +7y. 

Vitesse d’entraînement : le point coïncidant décrit à l’instant t un arc de cercle d’axe OZ, 
de vecteur rotation Q donc 7v = O A OD = QK A OC — Vc — Vc j ■ 

Vitesse relative :7v =7u A CD = — — i A RK — Vc j ■ Au total7^ = 2Vc j ■ 

R 


Déterminer les composantes de l’accélération absolue de D. 

3V 2 _> y 2 _> y 2 ) 

$1 a. ce, — -— i - —K □ b. cï* a — —4— i 

b R R 


□ c. a r , - 0 


□ d. 


3y 2 ^ y 2 ^ 

-—T- i + —K 
b R 


Accélération d’entraînement : elle est centripète, donc dirigée selon - i et de norme bQ 2 

-> — v3.—> 

donc a e =- i. 


Accélération relative : elle aussi est centripète, dirigée selon -K, de norme R or donc 


y 2 . 

~a e = — -K. 
R 


—> _> (Vc\~* ( ~*\ 

Accélération complémentaire : a c = 2 Q A v r — 2 y—J K A I Vc j I = —2— * ■ 
En sommant les trois termes : 7T a — ( 


b b 


-> V*_» 
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Déterminer les composantes de l’accélération absolue de B. 

y 2 y 2 . y 2 . y 2 . 

XI a. â* a = — / + — K □ b .â* a = — i+ —K 

b R Rb 


□ c. a a = 0 


□ d . a a = 


L’accélération d’entraînement de B, diamétralement opposé à D, est la même. 
L’accélération relative, centripète donc dirigée vers C, est opposée à celle de D. 

L’accélération complémentaire est elle aussi opposée à celle de D parce que les vitesses 
relatives des deux points sont opposées. 

Vl y 2 y 2 y 2 

En sommant les trois termes on obtient : aJB ) = 2- i H- K - — i H- K. 

V b b J R b R 


\b Référentiels non galiléen s 
VRAI/FAUX 

| Généralités 

^1 V □ F a. Dans R' en translation rectiligne uniforme par rapport à R , les forces 
d’inertie sont nulles. 

I Un référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport à un référentiel galiléen est 
lui-même galiléen ; donc il n’y a pas de forces d’inertie. 

□ V XI F b. Dans R' en rotation par rapport à R, la force d’inertie d’entraînement 
est centripète. 

I C’est l’accélération d’entraînement a e qui est centripète, la force d’inertie d’entraînement 
fi e = -nïa e est centrifuge. 

□ V XI F c. Dans R' en rotation par rapport à R, tous les points subissent la force 
d’inertie de Coriolis. 

I La force d’inertie de Coriolis est donnée par l’expression f c = -2 nfîj A vm/r>, où vm/r> est 
la vitesse du point M dans R', donc les points immobiles dans R' ne subissent pas cette 
force. 

□ V XI F d. Le référentiel géocentrique a un mouvement de rotation par rapport au 
référentiel héliocentrique. 

I Les deux référentiels ont des axes de directions fixes par rapport à des étoiles lointaines. Les 
axes du référentiel géocentrique restent donc parallèles à ceux du référentiel héliocentrique, 
son mouvement est une translation elliptique (quasi circulaire). 

205 


Corrigée 




$ V DF e. C’est Léon Foucault qui a mis en évidence expérimentalement que le 
référentiel terrestre n’est pas galiléen. 

C’est avec l’expérience du pendule de Foucault (qui porte donc son nom), suspendu sous 
le dôme du Panthéon à Paris que Léon Foucault a montré que le référentiel terrestre n’était 
pas galiléen. En effet, le pendule n’oscille pas dans un plan fixe, mais dans un plan qui 
tourne au cours de la journée en raison de la rotation de la Terre avec une vitesse angulaire 
—Q sin A, où Q est la vitesse angulaire de rotation de la Terre et A la latitude. 


QCM 



On considère un wagon (référentiel R') auquel est lié le repère (0,x,y,z) avec le plan 
Oxy horizontal et Taxe Oz orienté vers le haut. Le référentiel R' se déplace avec une 
accélération constante a = —au x par rapport au référentiel R. Une personne fixe en 
O dans R' lance une balle (masse m) verticalement depuis le point O avec une vitesse 
initiale uq = vou z . Déterminer la force d’inertie d’entraînement f e et la force d’inertie de 


Coriolis f c s’exerçant sur la balle dans R'. 


□ a. fi e = —mau x 

c. % = ~0 


7 b. f ie = mau x 
□ d. f c = -2maxuy 


I Le référentiel R' est en translation par rapport au référentiel A’, donc la force d’inertie de 
Coriolis est nulle et la force d’inertie d’entraînement est f e = —m a = mau x . 



Établir les équations x(t) et z(t) du mouvement pour la masse précédente dans A'. 

at 2 

□ a. x - 0 b. * = — 

gt 2 gt 2 

7\c.z = ~—+v 0 t Hd.z = - — 


Dans R', deux forces s’exercent sur la balle, le poids et f e . Après simplification par m, 
la relation fondamentale de la dynamique en projection sur OX s’écrit x = a et sur Oz, 
Z = -g. Une première intégration donne x = at et z = -gt + vo- 

TT . at 2 -gt 2 

Une deuxieme intégration mene a x = — et z = —— 1 - vq t. 


| Un ressort ( k , £qJ est attaché à un point O fixe. Un point M de masse m est attaché à 
l’extrémité libre du ressort. L’axe Ox est en rotation à la vitesse angulaire ai constante 
autour d’un axe Oz vertical. On note R' le référentiel lié à Ox et O y (troisième axe du 
trièdre direct). 

t z 


M x 

nnnnnp »—» 

O 
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f 


Les forces d’inertie d’entraînement fi e et de Coriolis fi c s’exerçant sur M dans R sont : 
□ a. fi e = —mo/xu^ £9 b. fi e = ma> 2 xu x 


a C. f c = 


□ d. f c = 2mojxiiy 


La force d’inertie d’entraînement est une force centrifuge f e = -ma e , avec ici l’accéléra¬ 
tion d’entraînement cy = -a> 2 xu* x . La force d’inertie de Coriolis est f c = -2nioj A v m/rx or 
a> = um z et v — xu x soit fi c = —2mioxu x donc aucune réponse n’est juste. 


Déterminer la position d’équilibre de la masse M dans R'. 

kl 0 


a. x e = 

Oc. x'„ = 


k - ma) 2 

-klo 

k + ma) 2 


□ b. x' e — £q 

□ d. Il n’y a pas de position d’équilibre. 


Les différentes forces qui s’exercent dans R' sont le poids (vertical), la réaction d’axe (per¬ 
pendiculaire à Ox ), la force d’inertie de Coriolis (selon O y), enfin les deux forces selon 
Ox : la force d’inertie d’entraînement et la tension du ressort. En projection sur Ox, la 

, 2 / , klo 

relation d’équilibre donne donc —k{x e - If) + marx e = 0 soit x e = --. 

k - war 


6 


Établir l’équation du mouvement pour la masse précédente dans R' et l’expression de la 
pulsation a>' 0 des oscillations. 

□ a. mx + kx — kx' e J9 b. mx + (k — mar)x — {k — mar)x' e 


□ c. 


= x/k/m 


$d. 


= \j(k — ma> 2 )/m 


On écrit la projection de l’équation fondamentale de la dynamique dans R'. Soit mx - 
-k(x - If + tnarx. On peut introduire x ' e , ce qui donne mx + {k - mar)x — {k - mar)x' e . 
En divisant par m , on trouve une équation d’oscillateur harmonique x + a>' 0 2 x = a)^x e avec 

a>' 0 = \/(A' - ma) 2 )/m ou a)' 0 = Jo>q - a) 2 . 

On étudie un sismographe constitué d’une tige O'X, sur laquelle est monté un point M 
de masse m relié à un ressort ( k,lf. L’axe Oz fixe est lié au référentiel galiléen R 
et l’axe O'X est lié au référentiel R'. Le point O' a un mouvement oscillatoire dans 
R : Z<y = a cos ojt. D’autre part, le point M subit une force de frottement visqueux 

ff = -hXux où ux est un vecteur unitaire de l’axe O'X. La position d’équilibre lorsque 

ma cos a 

O est immobile est X,. - Ci H-. On note rj — X — X e , 1 écart par rapport a 

k 

l’équilibre. 

Déterminer l’équation différentielle vérifiée par y. 
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□ a. mij + hg + kg — 0 

□ b. mij - hg - kg = mao 2 cos a cos ot 
c. mg + hg + kg = mao 2 cos a cos ot 

□ d. mïj + hrj + krj — -mao 2 cos a cos ot 


On raisonne dans R' qui est en translation par rapport à R, donc il n’y a pas de force 
d’inertie de Coriolis. Les forces s’exerçant sur M sont : le poids (vertical), la réaction d’axe 
(perpendiculaire à O'X), la tension du ressort T = -k(X - Eo) ux, la force de frottement 
et la force d’inertie d’entraînement fj e = -ma e . Or ici, l’accélération d’entraînement est 

_> <fôo’ _> , _> 

a e - —— -— soit a e = -au cos a>tu z . L équation du mouvement en projection sur O X 
dt z 

est : mX = - k(X - (q) - hX - mg cos a + mao 2 cos ot cos a. En utilisant l’expression de X e 
et sachant que g — X et i) — X, l’équation devient : mi) + hrj + kg - mao 2 cos a cos ot 


On cherche des solutions au régime forcé de la forme g - go cos (ot + (f>). En utilisant 
les complexes, et en posant g = got" M et g - Re (rjj, déterminer l’amplitude complexe 
go = r/oe^ et son module go. 


Æ>a. 770 
Pc. g 0 


ao 2 cosœ 


k_ 

- o 2 + i—o 


m 

m 



ao 2 cos a 


i 

V k 5) 2 , t 

h ) 2 



— ÙJ) 

y 

\m ) \ 

m ) 


□ b. go 

□ d. g 0 


ao 2 cos a cos ot 



En complexe, l’équation devient go 


■ o 2 + i—o le'"* 


ao~ cos ae KJt donc go 


ao~ cos a 

-;-soit go 

■ - o 2 + i-o 


ao~ cos a 


fe-<f + (H 2 


On se place dans le référentiel terrestre non galiléen R' en rotation autour de l’axe des 
pôles à la vitesse angulaire Q par rapport au référentiel galiléen géocentrique R. On 
étudie le mouvement d’un point M, de masse m, en un lieu de latitude A repéré par les 
axes Ox (vers l’est), Oij (vers le nord), Oz (verticale du lieu passant par le centre de la 
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Terre). On note g l’accélération de la pesanteur et H , le projeté du point M sur l’axe des 
pôles. Faire le bilan des forces s’exerçant sur M dans R'. 



□ a. Poids, force d’inertie d’entraînement, force d’inertie de Coriolis. 
$ b. Poids, force d’inertie de Coriolis. 

□ c. Poids, force d’inertie d’entraînement. 

□ d. Poids 


Par définition, le poids est la somme vectorielle de l’attraction gravitationnelle et de la 
force d’inertie d’entraînement, donc la réponse b. est juste car la réponse a. compte deux 
fois la force d’inertie d’entraînement. 


10 


On tire le projectile Ma la verticale avec une vitesse «o depuis le point O. Écrire les 
équations du mouvement en projection sur (O, x, y, z). 

$) a. x = 2ü(y sin A - z cos A) □ b. ÿ = 2Qx sin A 

c. z = 2Qx cos A - g □ d. z = 2Qx cos A 


En projection le vecteur Q s’écrit Q — £?(cos Au y + sin Au-) et la force d’inertie de Coriolis 
est obtenue par f c = -2mQ a vm/r' avec vm/r' = xïg x - + ij~u y + zu z . Quant au poids, c’est 
-mgu z . En projection sur les trois axes, la relation fondamentale donne après simplification 
par m : x = 2Q(ÿ sin A - z cos A), ÿ - -2üx sin A, ï - 2Qx cos A - g. 


11 


Après intégration des équations projetées sur Oy et Oz, écrire l’équation différentielle 
pour x. 

□ a. x + 4 ü 2 x = 2Q cos Agt 


□ b. x + 4f2 2 .ir(cos A + sin d) = 2 ügt cos A 


$1 c. x + 4Q 2 x = 2L?cos A(gt - uq) 


□ d. x — 2Q(-z cos A + y sin A)t - 2 üuq cos A 


On intègre l’équation projetée sur Oy ce qui donne y = -2Qx sin A + cte, or initialement 
y( 0) = 0 et x(0) = 0 donc cte = 0. On intègre l’équation projetée sur Oz ce qui donne 
Z — 2üx cos A - gt + cte , or initialement j(0) = vo et ,v(0) = 0 donc cte = uq. On remplace 
dans F équation projetée sur Ox et on trouve x + 4Q 2 x — 20 cos A(gt - vo). 
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En négligeant le terme en O 2 , déterminer les expressions de x et x en fonction du temps. 

□ a. x = 20 cos A (gt 1 - Dot) b. x — 20 cos A j ^—i>ofj 

□ c. x — 20 cos /I (gt 1 - uof 2 ) X* d. x = QcosA —t>of 2 j 


Si on néglige le terme en O", alors l’équation différentielle pour x s’écrit : 
x = 20 cos A (gt - uo). 


Une première intégration donne x = 20 cos A I —— votj + cte. Or à t - 0, on a ifO) = 0, 
donc la cte — 0. 

/ 91 3 , 

Une deuxième intégration donne x - Q cos /l I —— vq r I + cte . Comme x(0) = 0, on a 
aussi cte' = 0. 


L’instant de retour au sol est t s = 2vo/g ; en déduire la déviation x s suivant Ox et celle y s 
suivant Oy en négligeant les termes en ü 2 . 


□ a. XjsaO JH b. x s - --O-^ cos/1 

3 g 2 

16 

XI c. y s » 0 □ d. y s =* -O" — cos d sin d 

3 g 2 


Pour t s , on trouve x s = —0—1 cos A. Pour y, l’équation du mouvement intégrée 

3 g 

une fois trouvée à la question 11, donne, en remplaçant x par son expression : y = 


-20 sin À cos A I —— uot~ I, donc si l’on néglige les termes en O" alors y ^ 0 et y s ~ 0, 
ce qui signifie que la déviation selon Oy est beaucoup plus petite que selon Ox. 


19 5ystème de deux points matériels (MPôl) 
VRAI/FAUX 


Propriétés du référentiel barycentrique 

□ V XI F a. Le référentiel barycentrique peut avoir un mouvement de translation ou 
de rotation par rapport à R. 

I Par définition, le référentiel barycentrique est lié à G et est en translation par rapport à R. 
Ses axes restent parallèles à ceux de R au cours du mouvement. 
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□ V 09 F b. Le référentiel barycentrique est galiléen. 

Pour être galiléen, il faut que la translation soit rectiligne uniforme, donc que le mouvement 
de G dans R soit lui aussi rectiligne uniforme. La relation fondamentale de la dynamique 

appliquée au système s’écrit = F ext + Fj nt . Comme la résultante des forces intérieures 

dt 

Fi„, est nulle, il faut que le système soit isolé ( F ea = 0 ) pour avoir îic = cte. 

J9 V DF c. Dans le référentiel barycentrique, la quantité de mouvement totale est 
nulle. 

Comme on démontre dans la suite, la quantité de mouvement totale dans un référentiel R 
est égale à mv<j/R , c’est valable aussi pour R* dans lequel la vitesse de G est nulle, 

J9 V DF d. Dans le référentiel barycentrique, le moment cinétique total est indé¬ 
pendant du point par rapport auquel on le calcule. 

Pour démontrer cela, il suffit d’introduire le point G avec la relation de Chasles dans l’ex¬ 
pression du moment cinétique par rapport à un point A : 


La* = 


— ^ AMj A nijUj* = ^ AG A nijV* + ^ GM\ A m-, v* = AG A ^ m,-ü ,* + Le* 


Comme la quantité de mouvement totale ^ dans R est nulle, on trouve que VA, 


T * _ T * _ T * 


□ V $ F e. Dans le référentiel barycentrique, l’énergie cinétique totale est nulle, 

2 

2 • 


1 2 —» 

Elle est égale à - V' m,u,* 2 qui est nulle uniquement si les vi 
2 1 


vitesses sont milles. 


Les forces intérieures : 

$1 V □ F a. La résultante des forces intérieures est nulle. 

C’est une application directe de la troisième loi de Newton : /i _>2 = donc 

fut = fl—*2 + fl—*l = 0 . 

□ V 39 F b. Le moment des forces intérieures n’est pas nul. 

On calcule le moment des forces intérieures en un point A : 


M a = M\A A / 2 _ 1 + M 2 A A /i _ 2 = \M X A - M,A 


)a/2- 


m 2 M\ a f 2 - 


Or les types de forces d’interaction existants entre points matériels sont colinéaires à 
M\ M 2 , donc M a = 0 
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Quelle(s) relation! s) vérifie(nt) le centre de masse G ? 


□ a. OG = OM\ + OM2 39 b. (mi + in.2)OG = m\OM\ + m2ÛM2 


□ c. GM\ + GM 2 = 0 


J9 d. m\GM\ + HI2GM2 = 0 


Par définition, le centre de masse est le barycentre des points M\ et M?, avec les masses 

-> -> —> 

comme coefficients de pondération, donc m\GM\ + 1112 GM 2 = 0. En utilisant la relation 
de Chasles avec le point O, on obtient la relation b. 

Exprimer la quantité de mouvement totale P et l’énergie cinétique totale E c dans R. 


□ a .P - 1 n (ïïî + Ut) 


1 


1 


b. P = mva 

$ c. E c = + ^m 2 V 2 □ d. E c = ^mv G 

Par définition la quantité de mouvement totale dans R est P — m{v\ + mjvt- En utilisant la 


définition du centre de masse, on peut écrire : 


dÔG 

1 

dt 

m 

R 


dOM\ dOM2 
m\ -h 1712 1 


dt 


dt 


, soit 


^ -> . 1 , 1 , 

mvc = m\v\ + « 72 f 2 = P■ En ce qui concerne 1 energie cinétique E c = —m\v\ H—m2ti 2 > 

1 2 

mais on ne peut réduire l’expression à —mv G . 


Déterminer l’expression du travail des forces intérieures ôWi, It : 


□ a. ÔW int = / 2 _ 1 ■ d M l M 2 □ b. ÔW mt = fi— *2 ■ dM 2 M\ 


$ C. ÔW im = fl—*2 ■ d M1M2 W d. ÔWint = /2-1 • d M2M1 


Tout d’abord, on sait par la troisième loi de Newton que /i _,2 
taire est : 


ÔWint = 


/ 2 —» 1 . Le travail élémen- 
= 1^2 ■ d ÔM 2 + h^i ■ d ÔMi = J ^2 ■ (dÔM2 - dOMi j = ■ d M X M 2 


La réponse d. est aussi valable puisque /i_> 2 = —/ 2 -> 1 et dM\ M 2 = —dM 2 M\. 

On note ôW ext , le travail élémentaire des forces extérieures. Le théorème de l’énergie 
cinétique dans R s’écrit : 

$ a. d E c = ôW int + ôW ext ~~ 

□ c. d E c = ôW ex , 


□ b. d I -mv G = ôWi nt + ôW ext 
\ 2* 


^1 d. d 


tw. 

1 


= ÔW int + ÔW„ 
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Pour la particule i, le théorème de l’énergie cinétique s’écrit : 

d E C j = d j = Jj2i ■ dÔMj + ôW ext4 

où ôW ext est le travail de la force extérieur s’exerçant sur M-,. En sommant sur les deux 
particules, on obtient : 

d E c = Ç d ■ dÔMi + ■ d ÔM X + ÔW exU + ÔW exta = ÔW im + ÔW ex , 

donc a. et d. sont valables. 


Les forces f \_>2 = —kM\ Mo et / 2 _»i = —kM 2 M\ dérivent d’une énergie potentielle. On 
note Ep j n , l’énergie potentielle d’interaction entre M\ et Mo et E pex , l’énergie potentielle 
des forces extérieures. Définir E pin , et écrire l’expression de l'énergie mécanique du 
système E m . 


$ a. E pJnt = ljk{M\M 2 ) 2 
Oc. Em — E c + 2E p j nt + Ep ex i 
Le travail des forces intérieures est : 


□ b. E p j„, = ^k(OM\) 2 + ] -k(OM 2 ) 2 


^ d. E — E c + Ep in, "h E p < 


p,ext 


ôWi nt = /i^2 • dMiMo = -kM\Mo • dM,M 2 = -d^-/t(MiM 2 )’ 

donc l’énergie potentielle correspondante est telle que ôW m , = —dE p „„ soit E p i nt = 

1 2 

—k{M\MoY si l’on choisit E p „„ = 0 pour M\Mo = 0. C’est cette énergie potentielle 
qui représente l’énergie potentielle d’interaction entre les deux points. 

En ce qui concerne les forces extérieures si l’on considère qu’elles sont toutes conservatives 
alors ôW ex , = -d E pext sinon ôW ex , = -d E pext + ôW nc (indice « ne » pour non conservative). 
Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit 


d E r = ÔWint + ÔW ext = -d E n 


d E pex t "h ÔW ex tpi C 


d [e p "h Ep i,,, + Ep.ext'j — ôW ex t P ic, soit E\; — E c + E 


p.int Ep ex t. 


L’erreur à ne pas commettre est de comptabiliser deux fois l’énergie potentielle 
d’interaction car il y a deux particules. 


On note v la vitesse relative v = vo-v\. Exprimer l’énergie cinétique totale dans le 
référentiel barycentrique en fonction de u : 


1 2 

□ a. E* = -{m\ + mo)v 

m\ni2 2 

□ c. E = - v 

m\ + m 2 


□ b. = 

2 m\nt2 

_ , » 1 m\tno o 

ÎBd- K = ô - 

2 m 1 + M 2 
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Corrigée 


La loi de composition des vitesses donne vf = Vi — va, donc v =~v 2 —~ùi = vi* ~ ifi*. 

777\V\ + 771 2l>2 


D’autre part, vq 


1111 + 711 2 


vitesses, on obtient \ v\* = 


m\ + ni2 

1 m\tn-> r. 

on obtient apres calcul E c =- v . 

2 ni\ + mi 


; en reportant ce résultat dans la loi de composition des 

m 2 -7 _ —t m\ —> * jt* 1 *2 ^ 1 *2 

u . Avec E c = —miv l h— m 2 V 2 , 


u et V 2 


ni\ + m 2 


On définit la particule fictive M dans le référentiel R* par GM = MiM?. Quelle est la 
masse équivalente // de cette particule ? 


□ a. fi — ni\ + 1712 
m\iii2 


Æb. 


1 


03 c. /j = 


m 1 + 7712 


□ d . /j = 


1 1 

m\ 1712 

ni\ + 1112 


À l’image de ce qui a été fait dans la question précédente, on pourrait démontrer que le 

—> -> fjj | m 2 \ 

moment cinétique total dans R* est L* = M \ AL A - —v. La vitesse de M dans R 

m 1 + 7712 


d M \ M 2 —* —* 

est v” = v — -;- = v 2 - l’,. Il apparaît donc que le mouvement relatif (c’est-à-dire 


dt 

dans R*) peut être décrit par la particule M, de masse /j 


77111712 


, d’énergie cinétique E* 

ni\ + m 2 

et de moment cinétique L*. Par inversion de l’expression de /./, on trouve aussi la réponse b. 


La force / s’exerçant sur la particule fictive est donnée par l’expression suivante : 
O a. / = /i _>2 + fi-ti = 0 23 b. / = / 1-.2 

O c. ~f = /Ü 2 - fïZ 1 □ d. ~f = 


On calcule ——,—- (dérivée de la quantité de mouvement de la particule fictive) : 


dt 

cfy / dû? dût 


fl —>2 _ / 2 ->l 
v m 2 m\ } 


= R 


/ l ->2 + / l —>2 


1712 


171 \ 


- /t—>2 

R 


Le mouvement de M a les propriétés générales suivantes : 
a. Il est à force centrale. □ b. Il est rectiligne. 


$ c. Il est plan. 


□ d. Il est elliptique. 
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Corrigée 


Les quatre points G, M, M\ et AL sont alignés puisque GM — MjAL. La force /i _>2 est 
-» 

aussi colinéaire à M\ AL (seul type de forces d’interaction entre particules rencontrées), 
donc la force exercée sur M passe toujours par G : elle est centrale. On en déduit que le 
mouvement de M et donc de M\ et AL a les propriétés des mouvements à force centrale : 
le moment cinétique se conserve ; le mouvement est plan. 

Dans certains cas, le mouvement peut être rectiligne (moment cinétique nul au 
départ) ou elliptique (attraction gravitationnelle ou ressort), mais ce n’est pas une 
propriété générale. 


Dans le cas d’une force du type = 


{MiMj) 


- M;Mj, montrer que l’on peut définir une 


énergie potentielle efficace E e ff pour l’étude du mouvement radial de M , où intervient 

la constante des aires C = r 2 d, avec ~r = GM et 6 la vitesse angulaire de M dans la plan 
du mouvement. Établir son expression. 


□ a. E eff = 


k \iC l 
r 2 r 2 

C 2 


„ , k nC 2 

$ b - E eff - - + -J-f- 


□ c. E e ff — + - , 


2r 2 


□ d. E eff = 


/jC~ 
2 r 2 


La force s’exerçant sur M 


est > 2 



l’énergie potentielle est obtenue par : 


ôWi„ 


Jç _ _ _ 

—~r ■ cTÉ = -d Ep => dEp = —rdr => Ep = 
r i r z 


k 

- + cte 
r 


On prend en général la constante nulle de manière à avoir une énergie potentielle nulle à 
l’infini. On peut alors écrire l’énergie mécanique en utilisant les coordonnées polaires dans 
le plan du mouvement : 


e;„ = e: + e p = 


E(^e,-V) 


k 1 

+ - = xA»" 
r 2 


• 2 


1 C 2 

2 r- 


Le premier terme représente l’énergie cinétique radiale de M et les deux suivants forment 
l’énergie potentielle effective (ou efficace). 
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Température - Gaz 
parfait - Théorie 
cinétique 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• La théorie cinétique des gaz parfaits. 

• Les relations entre vitesse quadratique moyenne, pression et température. 

• L’énergie cinétique d’un gaz parfait. 

• La diffusion de particules entre deux enceintes par un petit trou. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Généralités 


□ V DF a. Lorsque la température passe de 20 °C à 40 °C elle est doublée. 

□ V DF b. Plus la température est élevée, plus la vitesse quadratique 
moyenne est faible. 


□ V DF c. Pour un gaz parfait, l’énergie interne est la somme de toutes les 
énergies cinétiques microscopiques. 


□ V DF d. La capacité thermique à volume constant d’un gaz parfait dépend 
du nombre d’atomes des molécules. 


□ V DF e. Pour une molécule diatomique, la capacité thermique à volume 
constant dépend de la température. 
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Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 

Notations. L’espace est repéré par le trièdre direct (0,x,y,z)- On considère le 
modèle simplifié suivant pour le gaz parlait : 

- la norme de la vitesse de toutes les particules est égale à u (vitesse quadratique 
moyenne) ; 

- les sens des vitesses se répartissent de manière équiprobable suivant les six 
sens de l’espace (u x , -u x , u y , -u y , u z , —u z ). 



Une enceinte parallélépipédique contient un gaz parfait constitué de n particules 
de masse m par unité de volume. On s’intéresse à celles qui viennent frapper la 
paroi perpendiculaire à l’axe O.x en se déplaçant dans le sens des x croissants. 
Déterminer le nombre d N de ces particules venant frapper une surface dS de 
cette paroi pendant l’intervalle de temps d t ainsi que la variation de leur quantité 
de mouvement individuelle A ~p si elles sont réfléchies selon Ox. 


□ a. d N = -nudSdt □ b. d N = -nudSdt 

h 6 

□ c. A ~p = 0 □ d. Ap = -2 muu x 



Déterminer la force F ( \ s ^, part exercée par la surface dS sur les particules qui 
la frappent pendant d t. Par la loi d’action et de réaction, en déduire la pression 
exercée sur la paroi. 


° a - F dS—>part = ~ lm ^x 

1 , 

□ c. P = -nmu dt 
3 


1 7 

□ b. F âs _> part =--nmicdSdtu x 

1 9 

□ d. P = -nmu 

3 


Connaissant l’expression de la pression P dans le gaz calculée précédemment, 
déterminer l’expression de la vitesse quadratique moyenne en fonction de la tem- 


pérature : 




□ a.w=- 

/3 k B T 

n b. u = . 

hk B T 


V m 


V mV 

□ C. U = -1 

I3RT 

n d. u = 

sF 


V mV 


V m 
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Enoncée 


20 Température - Gaz parfait - Théorie cinétique 



Établir l’expression de l’énergie interne pour un gaz parfait monoatomique. On 
note n„ le nombre de moles et N le nombre total de particules. 


3 

□ a. U = -n„RT 
2 

O c. U = \k B T 


□ b. U = ^Nk B T 

9 

□ d. U = -Nk B T 



Une enceinte est séparée en deux volumes V identiques, notés (1) et (2) par une 
paroi perpendiculaire à l’axe Ox, percée d’un petit trou de section s. On sup¬ 
pose que l’axe Ox est orienté de l’enceinte (1) vers l’enceinte (2). Les enceintes 
contiennent respectivement N\ et AA particules. Déterminer le nombre de parti¬ 
cules d/V] ^2 traversent le trou de (1) à (2) pendant l’intervalle de temps d t. 


□ a. dAA->2 = —-suât 

V 

□ c. dAA->2 = -Ni sudt 

6 


12Vi 

□ b. dNi->-> =- sudt 

3 V 

1 Ni 

□ d. dAA->2 =- sudt 


Déterminer pour l’enceinte précédente le nombre de particules dAA->i qui tra¬ 
versent le trou de (2) à (1) pendant l’intervalle de temps d t. 


„ I TV, 

□ a. d_/Vo_>i = - — sudt 

6 V 

_ JA7 1Ni-N 2 

□ c. dAA->i = 7 - sudt 

6 V 


1 N 2 

□ b. dAA->i = 7— sudt 

6 V 

1 No 

□ d. dAA->i =- -sudt 

3 V 


On note N le nombre total de particules présentes dans les deux enceintes. Dé¬ 
terminer une équation différentielle vérifiée par Ni : 

_ dNi su Ar su. T dNi su. r su 

□ a. —- + —Ni = —N □ b. —- + —Ni = —N 

dt 3V 6V dt 6V 6V 


_ dNi su 

□ c.-h —Ni - 0 

d? 6V 


_ , dNi su su 

n d. —- + — Ni = —N 

d t 3V 3V 


Initialement toutes les particules sont du côté (1). Exprimer Ni en fonction du 
temps. 


/ sut 

□ a. Ni - fVexp(- — 

_ N (. t sut 

□ c. «,=y(l+exp(-- 


__ N t t sut 

□ b. W, = y (l-exp(-- 


□ d. AA — 2V ( 1 


sut 

CXP >-3ÿ 


Voir corrigés page 242 







Pression - Statique 
des fluides 


21 


Thèmes abordés 

1 

Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• La résolution de l’équation de la statique des fluides pour un gaz ou pour un 

liquide incompressible. 


• Les vases communicants. 


• La poussée d’Archimède et les forces de pression s’exerçant sur un solide im- 

mergé. 


Consignes 

1 

Vrai/Faux 


Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 

rédigeant une courte explication. 



1 


Généralités 


□ V DF a. La pression est uniforme dans un fluide dense comme l’eau. 

□ V DF b. La pression au sommet de l’Everest (environ 8 000 m) est envi¬ 
ron 1/3 de la pression au niveau de la mer. 

□ V DF c. À environ 10 m de profondeur sous l’eau, la pression atmosphé¬ 
rique est doublée. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
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On considère un gaz parlait, à température constante T, de masse volumique p, 
de masse molaire M , dans un champ de pesanteur d’accélération g uniforme 
selon l’axe Oz vertical ascendant. La pression P du gaz vérifie : 

pRT 


_ d P 

□ a. — = -pg 

az 

_ d P 

□ c. — — pg 

dz 


□ b. P = 

M 

□ d. P = pRT 


On note Pq, la pression à l’altitude z = 0. L’expression de la pression en fonction 
de z est : 

□ a. P = P 0 - pgz □ b. P = Pq + pgz 


□ c. P = Pq exp - 


Mgz 


□ d. P = Po exp 


Mgz 


RT I r \ RT 

^ On note po la masse volumique h z, ~ 0. On prend maintenant un modèle plus 
réaliste, pour lequel T — az + Tq. La pression et la masse volumique en fonction 
de l’altitude sont : 


□ a. P = Po exp 
Tq 


Mgz 


n c. P = Po 


az + T q 


R{az + T q ) 
exp 


Mgz 


R{az + Tq) 


□ b. P = Po 


□ d. p = po 


az + T 0 
Tq 

az + Tq 


Mg 

~ÔR 


Mg 


+1 


On modélise une étoile par une boule de gaz de masse volumique constante p, 

4 

de rayon a. La gravité à une distance r du centre est alors g = — Gnprur. 

d P 

L’équation d’équilibre s’écrit en coordonnées sphériques — = pg. On considère 
que la pression en r = a est nulle (vide). La pression au centre de l’étoile est : 


□ a .P - ^ Gnp 2 a 2 

□ c. P = 0 


□ b. P = -Gnp 1 a 2 

^9 

□ d. P = Gnp 1 a 2 


On s’intéresse à un liquide incompressible, à température constante T , de masse 
volumique p, masse molaire M, dans un champ de pesanteur d’accélération g 
uniforme selon l’axe Oz vertical ascendant. Le liquide est situé dans le demi- 
espace z < 0 et au-dessus lui (z > 0), l’atmosphère a une pression Pq. La pres¬ 
sion P du liquide est : 

□ b. P = Pq + pgz 

(Mgz) 


□ a. P = Pq- pgz 


□ c. P = Pq exp 


Mgz 

'HT 


□ d. P = Pq exp 


RT 
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On étudie l’équilibre de deux liquides dans un tube en U. Le liquide blanc sur 
la figure a une masse volumique p\ et le liquide coloré, une masse volumique 
P 2 > Pi ■ La pression atmosphérique au-dessus des liquides est Po. Quelle est la 
pression au point C ? 


□ a. P c = PiÇjL 

□ c. P c = Po + PigL 



□ b. P c = Po + P\g(H + L) 

□ d. P = Po + p 2 g(H + L) 



Sur le cas précédent, on suppose maintenant que le tube de gauche a une section 5 
et le tube de droite une section S. Déterminer la hauteur h dont est descendu le 
point A et la force F qu’il faut appliquer en A pour avoir A et B à la même 
hauteur : 


□ a. h = H/[ l + - 


□ b. h = - 

2 


□ c. F = sgL(p >2 - pi) □ d. F = sp\gh 


Un cube de volume V et de masse volumique p flotte à l’interface de deux li¬ 
quides non miscibles de masses volumiques pi et p 2 avec p 2 > p\. Déterminer 
le volume V\ de la partie du cube dans le liquide (1) : 

□ b. V\ = V P ~ P2 
P2 Pl ~ P2 


□ a. y, = y— 


Oc. Vi = V 


p-pi 
P2 ~ Pl 


□ d. Vi = —V 
Pi 


10 


On reprend l’expérience précédente. On définit l’axe Oz ascendant passant par 
le centre du cube, l’origine O étant sur la ligne de flottaison à l’équilibre. On 
note C le point du cube coïncidant avec O à l’équilibre. On appuie légèrement 
sur le cube, de manière à ce que C descende d’une petite hauteur ho sous O et 
on lâche sans vitesse initiale. On note a la longueur du côté du cube Déterminer 
la pulsation a> des petites oscillations et l’équation donnant la position de C au 
cours du temps. 


□ a. zc - ~ho cos a)t O b. zc = h) cos ojî 
P 2 - pi g 


□ C. LO = 


□ d. oj = 


P 2 - pi g 
p a 
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Pression - Stat/cjue des fluides 


11 


Une demi-sphère de rayon a est posée au fond d’un récipient rempli d’eau de 
masse volumique p e . Déterminer la force F exercée sur cette demi-sphère par 
l’eau. La pression atmosphérique est Pq. On prendra l’axe Oz vers le haut. 



□ a . F = P{)2na~~u- □ b. 

—> 2 , 2 

□ c. F = -na p e g - na\P o + p e gh)u- □ d. 


F 

~F 


^ p e jra 3 gu z 

(Po + p e g(h - a))2ncru z 


Voir corrigés page 246 









Premier principe 

de la thermodynamique 


22 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• L’étude de l’évolution d’un système lors de transformations adiabatiques, iso¬ 
thermes, isochores ou isobares. 

• Les calculs de variations d’énergie interne et d’enthalpie. 

• L’évaluation des échanges thermiques : transferts thermiques. 

• L’évaluation du travail échangé : forces de pression, travail électrique... 

• La détermination de l’état final d’un système. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


1 


Généralités 

□ V DF a. Le transfert thermique reçu par un système ne dépend que de 
l’état initial et de l’état final. 

□ V DF b. Le travail est une fonction d’état. 

□ V DF c. La variation d’énergie interne d’un système ne dépend que de 
l’état initial et de l’état final. 


□ V DF d. Dans une transformation isotherme <2 = 0. 

□ V DF e. Le travail élémentaire des forces de pression est SW = -PdV où 
P est la pression du gaz seulement si la transformation est quasi statique. 

□ V DF f. Le premier principe peut s’écrire AU = AW + AQ. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
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Enoncée 


Premier principe de la thermodynamiq 



Une mole de gaz parfait dans 1 ’état initial (Py, V \, T\ ) subit une détente isotherme 
quasi statique jusqu’à la pression P\/2. Le travail et la chaleur reçus sont : 

□ a. IL = -RT ln 2 Ob. W = RT\n2 □ c. Q = 0 □ d. Q = RT\n2 



Une mole de gaz parfait dans l’état initial (P i, V\, T\) subit une détente adiaba¬ 
tique quasi statique jusqu’à la pression P i/2. La variation d’énergie interne et le 
travail reçu sont : 


□ a. 


AU = 


RT i 

r- i 




□ b. 


AU = 


RT i 

y- i 


□ c. W = -Q 


□ d. W= TLl[zt - 1 
y- i 


Une mole de gaz paifait dans l’état initial (P\,V\,T\) subit une compression 
isochore quasi statique jusqu’à la pression 2P\. Les variations d’énergie interne 
et d’enthalpie vérifient : 

RT 

□ a. A U = Q Ob. AU = -- De. AH = W □ d. A H = Q 

y- 1 



Pour la transformation précédente, le travail et la chaleur échangés sont : 


□ a. Q = 


yRTi 

y- i 


□ b. Q = 0 de. W = Q 


□ d. W = 


RT i 

y- i 



Une mole de gaz parfait dans l’état initial (P\, V\,T\) subit une transformation 
isobare quasi statique jusqu’au volume 2Vj. Les variations d’énergie interne et 
d’enthalpie vérifient : 


□ a. AU = W □ b. A U = Q □ c. A H = Q □ d. AH = IL 


I Pour la transformation précédente, le travail et la chaleur échangés sont : 

□ a. W = P l V l Ob.W = -P l V l 

y P\V\ 

dc.Q = ^—P l V l Od.Q = -^- 

y - 1 y - 1 

On considère une enceinte de parois extérieures adiabatiques et indéformables, 
séparée en deux par une cloison mobile adiabatique. Le compartiment de 
gauche (1) contient n\ moles d’un gaz parfait dans les conditions initiales 
(Pi, Vi,7’i). Le compartiment de droite (2) contient le même gaz parfait dans 
les conditions initiales (2P\, L[, 7j ). On libère la cloison amovible. On indice par 
fl et /2 les grandeurs finales respectives des compartiments (1) et (2). 
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22 Premier principe de la thermodynamique 


Enoncée 


[U La variation de l’énergie interne du système global vérifie : 

□ a. AU = 0 Ob. AU = P 1 V 1 

□ c. AU = (27/ 2 + 7/i -37’,) □ d. AU = (t /2 + T fl - 27)) 

Q Parmi les propositions suivantes, cochez celles qui sont vraies : 

□ a. 7/i —Tfi ~I b. P fi — P fi Oc. Vfi = Vfi O d. Vfi+Vfi — 2Vi 

Ü] Déterminer une relation entre les températures finales, et en déduire la pression 
dans le coin paît i ment (1). 

□ a. 27/2 + Tfi - 37) = 0 □ b. 2T fl + T fx - 7) = 0 

a c - p n = p fi = j + 3 2 i /y ^i a d - P fi = P fi = y Pi 

D On considère une enceinte adiabatique indéformable séparée initialement en 
deux compartiments de volume Vq, l’un contenant une mole de gaz parfait, 
l’autre étant vide. 


gaz vide 

Ô 8 


Le compartiment de gauche est séparé de l’atmosphère (Pq, Tq) par - un piston 
diatherme . On enlève la cloison amovible. Déterminer l’état final du gaz : 


□ a. ( Po,T 0 ,2Vo ) O b. (ÿ,r 0 ,V 0 j 

□ C . (Po.Tb.vo) nd -(y’ ro ’T) 

Déterminer le travail et le transfert thermique reçus par le gaz de la question 11. 

□ a. W = P 0 V 0 Ob. W = 0 Oc. 0 = 0 O d. Q = -P 0 V 0 

On souhaite chauffer une masse M d’eau de capacité massique C de la tempéra¬ 
ture Ti à la température 73 en une durée A t avec un résistor de résistance R (de 
capacité thermique négligeable). Déterminer l’intensité du courant nécessaire à 
l’opération. 


□ a. 7 = 


□ c. 7 = 


jMCT 2 

RAt 

l MC(T 2 - Tl) 
RAt 


□ b. 7 = 


□ d. 7 = 


\ MC(T 2 - Tl) 

R 

I MC{T\ - T 2 ) 
RAt 



Enonces 


Premier principe de la thermodynamiq 


Un résistor (résistance R, capacité thermique C r ) initialement à la température Tq, 
est dans un milieu de température constante T e . Le résistor est soumis à une ten¬ 
sion E constante. D’autre part, il perd par unité de temps une quantité de chaleur 
aC r (T - T e ). 


Quels sont le travail électrique et la chaleur reçus par le résistor dans l’intervalle 
de temps d t ? 


E 2 

□ a. ôW e i - —d t 
R 


E 2 

□ b. ÔWei =-d? 

R 


□ c. ÔQ = aC r (T - T e )dt □ d. ÔQ = -aC r (T - T e )dt 

Établir à partir du premier principe, l’équation différentielle pour la température 
du résistor et son expression générale en fonction du temps : 

_ dT E 2 

□ a. - aT =- ciT e 

d t RC r 

„ d T E 2 

□ b. -1 - aT = -h aT e 

d t RC r 


De. T = T 0 e~ at + 
□ d. T = T 0 é lt + 


ciRC r 
E 2 

ClRCr 


7^(1 -e- û ') 

r,J(l-e û? ) 


Quelle est la température limite Tu m du résistor et quelle est alors la puissance P 
fournie par le générateur pour maintenir le milieu à T e ? 


□ a. T un = T e □ b. T um = 


ciRCf 


+ T„ 


„ E 2 

□ c. P = — 
R 


□ d. P = -h aC r T e 

R 


Voir corrigés page 250 











Second principe 

de la thermodynamique 
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Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les transferts thermiques (révision premier principe). 

• La variation d’entropie d’un corps au cours d’une transformation. 

• L’entropie échangée au cours d’une transformation. 

• L’entropie créée au cours d’une transformation. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


1 


Généralités : 


□ V 3F 

□ V 3F 

□ V 3F 

nulle. 


a. L’entropie échangée est toujours positive. 

b. L’entropie créée est positive ou nulle. 

c. Lors d’une transformation isotherme, l’entropie échangée est 


□ V DF d. La variation d’entropie d’un système ne dépend que de l’état 
initial et de l’état final. 


□ V DF e. L’entropie créée ne dépend que de l’état initial et de l’état final. 

□ V DF f. Une transformation adiabatique est telle que AS = 0. 

□ V DF g. Une transformation telle que AS = 0 est réversible. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
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Une enceinte indéformable isolée de l’extérieur par des parois adiabatiques est 
divisée en deux compartiments de même volume. Les deux compartiments, de 
même volume, sont séparés par une paroi diatherme (qui laisse passer la cha¬ 
leur) fixe. Chaque compartiment contient initialement deux gaz parfaits iden¬ 
tiques (2 n, T, PV ) et (n, 2T, P 2 , V ). On laisse l’équilibre s’établir. 


J La variation d’entropie du premier gaz est : 

2nR 3 4 nR 

□ a. A5 1 =-ln - □ b. A5 1 =- 

y - 1 2 y — 1 

D c. AS 1 — ~~~y ln ^ Od. A5i=0 

La variation d’entropie de l’ensemble des deux gaz est : 

_ nR 32 

□ a. AS =-ln — 

y - 1 27 

□ b, AS = 0 

nR 27 

□ c. A S =-ln — 

y- 1 8 

□ d. On ne peut pas calculer AS car - il y a deux gaz distincts. 

Q Pour l’ensemble des deux gaz, l’entropie échangée avec l’extérieur et l’entropie 
créée sont : 


□ a. S e = 0 Db. S e = 


3nR 
y- 1 


De. S c = 0 Dd. S c = — 

y - 1 27 


Un corps solide de capacité thermique C à la température T 1 est mis en contact 
avec un thermostat à la température T 2 . Il n’y a pas d’échange de chaleur ni de 
travail avec l’extérieur. On attend l’équilibre. 



La chaleur Q reçue par - le corps est : 


□ a. 0 = 0 Db. Q = C(T 2 -T l ) 

□ c. 0 = C(7i -7Y) □ d. 0 = C(T 2 + 7i)/2 
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L’entropie échangée par le coips est : 

□ a. S e = Chzll □ b. S e = C Tl ~ T{ 

T 2 T\ 

□ c. S e = Cln— □ d. S e - C— 

T i Pi 

La variation d’entropie du corps est : 


□ a. AS = 0 


□ b. AS = C 


t 2 -t x 


1 


□ c. AS=Cln — □ d. AS = C— 

Tx T { 

On note S c l’entropie créée. On a donc : 


□ a. 5 e = 0 


T 2 


T 2 - Ti 


□ b. S c = Cln— -C- 

T i T 2 


□ c. La transformation est réversible □ d. La transformation est irréversible 


Un gaz parfait dans l’état initial (Pi, V\, T\) est en contact avec un thermostat à 
la même température. Il subit une compression isotherme réversible jusqu’à la 
pression 2P\. 


9 


10 


La variation d’entropie du gaz est : 

y P, y, 

□ a. AS = 0 Db. AS =— ; 1 ' ln2 

(y-i)Ti 

PiVi P,V i 

□ c. AS =- - —- ln2 □ d. AS = —— ln 2 

T i Pi 

L’entropie échangée par le gaz et l’entropie créée sont : 

P, y, 

□ a. S e = 0 Db. S e = - —ln2 

Tx 

P\Vx 

□ c. S c = 0 O à. S c = -^—- ln2 

Tx 


Le même gaz dans l’état initial (P \, V \, Pi) est maintenant dans un cylindre fermé 
par un piston. À l’exception du piston les autres parois sont immobiles. Le piston 
assure l’équilibre mécanique avec l’extérieur à la pression P\. Le seul échange 
de chaleur a lieu avec le thermostat à température Pi. On fait brusquement passer 
la pression extérieure à 2Pi et on attend l’équilibre du gaz. 
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Second principe de la thermodynamici 


11 


Le travail et le transfert thermique reçus par le gaz sont : 


□ a. W = P 1 V 1 Db. W = P\V\\n2 

□ c. Q = -PiViln2 nd.Q = -P l V l 


La variation d’entropie du gaz est : 

yP\V\ 

□ a. AS = 0 Ob. AS = - - - - ln2 


P\V\ 

□ c. AS =--—- ln2 Od. AS = 

T i 


P\V\ 

" T\ 


L’entropie échangée par le gaz et l’entropie créée sont : 


□ a. S e = - 

□ c. S c = 


P iVi 
Ti 

PiV i 

Ti 


P\V\ 

□ b. A5 =--—- ln2 

Ti 

P\Vi 

□ d. S c = —^-^-(1 - ln2) 

1 1 


Un résistor de résistance R et de volume V est parcouru par une intensité conti¬ 
nue I et soumis à une tension continue E pendant A t. Sa température est mainte¬ 
nue constante par contact avec un thermostat à T et sa capacité thermique est C. 
La pression extérieure est P. 


L’entropie échangée avec le thermostat est : 
EIAt 


□ a. S e = 

□ c. S e = 


T 

EIAt 


□ b. S e = 0 

□ d S e = C— 


La variation d’entropie du résistor est : 

EIAt 


□ a. AS = 0 

EIAt 


□ c. AS = 


□ b. AS = — 
n d. AS = 


T 

PV 


(y-i )T 


■ln PV 7 


L’entropie créée est : 

□ a. S c = 0 Ob. S c = -S É 


□ c. S c = 


EIAt 


□ d. S e = — 


EIAt 


Voir corrigés page 257 























Changements d’état 



Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les équilibres diphasés, en particulier l’équilibre liquide-vapeur. 

• L’expression des fonctions d’états pour un mélange liquide-vapeur (MPSI). 

• Les variations d’entropie, d’enthalpie et d’énergie interne pour une vaporisa¬ 
tion ou une condensation (MPSI). 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


1 


Généralités 


□ V DF a. Un changement d’état ne peut avoir lieu qu’à pression et tempé¬ 
rature constantes. 


□ V 

□ F 

b. 

réversible. 


□ V 

□ F 

c. 

□ V 

□ F 

d. 

200 ' 

°C. 


□ V 

□ F 

e. 

□ V 

□ F 

f. 


Un changement d’état à pression et température constante est 

Le point triple de l’eau est à 0,01 °C. 

Sous pression atmosphérique normale l’eau peut bouillir à 

L’eau peut s’évaporer en dessous de 100 °C. 

En montagne, l’eau bout à plus basse température qu’au niveau 


de la mer. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
Les questions 4, 5, 6, 7 et 10 ne sont pas au programme de PTSI. 
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Enoncée 


Changements d’état 



Un calorimètre dont on négligera la valeur en eau, contient mj = 100 g d’eau 
liquide à 20 °C. On ajoute une masse m g = 30 g de glace à 0 °C. Quel est 
l’état final sachant qu’on opère à pression atmosphérique normale ? On donne 
les capacités massiques de l’eau liquide q = 4,2 kJ • kg - 1 , de la glace c g = 
2,1 kJ • kg -1 et l’enthalpie de fusion à 0 °C Lf = 333 kJ • kg - 1 . 


□ a. Tout est liquide à 270 K. □ b. Il y a équilibre à 273 K. 

□ c. Tout est solide à 349 K. □ d. La masse de glace fondue est 25,2 g. 



On considère une enceinte indéformable, initialement vide, de volume 1 L, main¬ 
tenue à 325 K. On met dans cette enceinte 1 g d’eau. La pression de vapeur satu¬ 
rante à cette température est 0,133 bai - . On considérera la vapeur comme un gaz 
parfait. Constante des gaz parlait : R = 8,31 J • K - 1 • mol - . Masse molaire de 
l’eau M = 18 g. Quel est l’état final ? 


□ a. Tout est vaporisé à 1,5 • 10 5 Pa. 

□ b. Tout est liquide. 

□ c. 8,9 • 10“ 2 g de gaz et 0,91 g de liquide. 

□ d. 4,9 • 10“ 3 mol de gaz et 5 • 10“ 2 mol de liquide 


On donne la courbe de saturation pour un mélange liquide-vapeur avec deux 
isothermes l’une à la température triple Tj, l’autre à une température Tm • On 
note L„ l’enthalpie massique de vaporisation à la température Tm et Ci la capacité 
thermique massique du liquide seul. On considère une masse totale m. 


p l 



\ 

1/ 

M ' 

'L 

/ 


i 

T x 

O 



On note 7 /q l’enthalpie au point O. Déterminer l’enthalpie au point M de titre 
massique en vapeur x v . 

□ a. H=H 0 + m ( C\(Jm - Tt) + x v L v ) □ b. H=H 0 + m (C/(T M - 7» + L v ) 

□ c. H = Ho + mL v □ d. H = Ho + mx v L v 
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Avec les mêmes hypothèses que la question précédente, déterminer l’entropie S 
en M. On note So l’entropie en O. 


□ a. S = S o + m\Ci\n^~ + 

T t 



□ b. S = S 0 + m\C, 


Tm 


Tm 


T j x v L v 

Tm 


□ c. S =S 0 + m\Ci\n^ + ^ 

I T l M 


□ d. S =S 0 + m 


X(; L,? 
Tm 



On considère une masse m d’un coips en équilibre liquide-vapeur (fraction mas¬ 
sique x tl de vapeur) à la température T i. Ce coips subit une détente isenthalpique 
jusqu’à la température Tq. Déterminer la fraction de vapeur x' v dans l’état final. 
On note C/ la capacité thermique massique du liquide seul et l’enthalpie mas¬ 
sique de vaporisation est L v = A - BT où A et B sont des constantes. 


□ a. 

□ c. 


~x v (A - BT,) + CAT ! - 7b) 


A-BT, 


o 


□ b. 

□ d. 



BT i 
~BT) 


x v (A - BT y) + C,iT ! - 7b) 
A - BTç, 


Une masse m de vapeur juste saturante à la température T est transformée en un 
mélange liquide-vapeur, de fraction massique en liquide je/, à la même tempé¬ 
rature. Déterminer la variation d’énergie interne de ce système. On note v/ et v v 
respectivement les volumes massiques du liquide et du gaz saturants seuls, P s 
la pression de vapeur saturante à T et L v l’enthalpie massique de vaporisation à 
cette même température. 

□ a. AU = -m(xiL v + P s xAvi - v v )) □ b. AU = -mx\Lv 

□ c. AU = —m(L v + P s (vi - v„)) □ d. AU = -P s xi(vi - v v ) 



Une enceinte indéformable est contact avec un thermostat à température T. Dans 
cette enceinte initialement vide, on injecte une masse m de liquide juste saturant. 
Le volume de l’enceinte est juste suffisant pour que la vaporisation soit com¬ 
plète. On note vi et v„ respectivement les volumes massiques du liquide et du gaz 
saturants seuls, P s la pression de vapeur saturante h T et L, l’enthalpie massique 
de vaporisation à cette même température. Déterminer la chaleur reçue par m. 


□ a. Q = mL u □ b . Q = -mL v - mP s (vi - v v ) 

□ c. Q = mL v + mP s (vi - v v ) □ d. Q = 0 


Sur le cas précédent, déterminer l’entropie échangée S l ’ et l’entropie créée S c . 


e mL v 


□ a. S e = 


□ c. S c = 0 


□ b. S e = 

na. s c = 


e m (T u + Ps(vi - V v )) 


C mP s (v v - v,) 
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Changements d’etat 


10 


Une masse m de vapeur juste saturante à la température T\ subit une détente 
adiabatique réversible dans une turbine jusqu’à la température T 2 Détemiiner la 
fraction massique x v2 de vapeur dans l’état final. On note L v \ et L v2 les enthalpies 
massiques de vaporisation aux températures T 1 et T 2 , et c; la capacité thermique 
massique du liquide seul. 


n (L v 1 T 2 

□ a. x v2 = —- ci m — 

L v2 \t ! T x 


n , T 2 L„ 1 

a b. x v2 = —— 

1 1 L vl 


□ c. 




T 2 -TA 
Ti ) 


n j T 2 (L vl 

□ d. x v2 - -— —- ci 

Lv2 \ 1 \ 


t 2 -ta 
Ti ) 


11 


Une masse m d’eau liquide juste saturante est dans une enceinte adiabatique fer¬ 
mée par un piston en contact avec l’atmosphère à pression Pq. On suppose qu’il 
n’y a aucune vapeur dans l’état initial. On chauffe l’eau avec une résistance R 
parcourue par une intensité I et on néglige la dilatation de l’eau liquide. Déter¬ 
miner le temps A t nécessaire à la vaporisation complète et le travail W reçu par 
l’eau. On note vi et v v respectivement les volumes massiques du liquide et du gaz 
saturants seuls, L„ l’enthalpie massique de vaporisation. 


□ a. 

At _ mP 0 (v v - vi ) 

□ b. 

A mL » 

A t = —- 

RI 2 

RI 2 

□ c. 

W = -mPo(v v - v/) 

□ d. 

W = mPç,(v, 

Voir 

corrigés page 263 
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Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les généralités sur les machines monothermes ou dithermes. 

• Le théorème de Carnot. 

• Les grands types de machines : moteurs, pompes à chaleur, machines frigori¬ 
fiques. 

• L’utilisation des changements d’état dans les machines. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


Consignes 


Toutes les machines étudiées fonctionnent de manière cyclique. 


1 


Généralités 

□ V DF a. Une machine monotherme ne peut pas produire de travail. 

□ V DF b. Une installation de chauffage est forcément une machine au 
moins dithemie. 

□ V DF c. Dans une machine frigorifique, le fluide caloporteur est en 
contact avec la source froide lors de l’évaporation. 

□ V DF d. Pour une pompe à chaleur le système cède de la chaleur à la 
source froide. 
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Machines thermiques 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 

Les questions 11, 12, 13, 14 et 15 ne sont pas au programme de PTSI et consti¬ 
tuent un approfondissement pour les MPSI. 



Un système (S ) est en contact avec un thermostat à la température T\ et fonc¬ 
tionne selon des cycles. Quelles sont les relations vérifiées par le travail W reçu 
par- (S) ; 


□ a. W > 0 Oh. W = -Q 


□ c. W<Q Cld. W = 0 



Un moteur ditherme est en contact avec une source froide à température T y dont 
il reçoit la chaleur Qf et une source chaude à température Te dont il reçoit la 
chaleur Qç. Il reçoit un travail W. Déterminer les réponses justes parmi les pro¬ 
positions suivantes : 


Oa. W>0 n b. Q c > 0 


O c. Qp < 0 Od. <2c<0 


JH Une machine frigorifique ditherme est en contact avec une source froide à tem¬ 
pérature Tf dont elle reçoit la chaleur Qf et une source chaude à température Te 
dont elle reçoit la chaleur Qc- Elle reçoit un travail W. Déterminer les réponses 
justes parmi les propositions suivantes : 

□ a. W <0 Oh. W>0 


□ c. Qj < 0 □ d. Qc < 0 



Une machine frigorifique ditherme fonctionnant selon des cycles est en contact 
avec une source froide à température T y dont elle reçoit la chaleur Qf et une 
source chaude à température Te dont elle reçoit la chaleur Qc- Elle reçoit un 
travail W. On note // son efficacité. Déterminer les réponses justes parmi les 
propositions suivantes : 
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Pour une pompe à chaleur ditherme, fonctionnant selon des cycles entre une 
source chaude à Te et une source froide à 7/, l’efficacité vérifie : 


T 

□ a. 77 < 1 - -f- 

le 

□ c. ri < ^ - 1 

If 


□ b. 

□ d. 


n < 


71 < 



On considère un moteur ditherme, fonctionnant selon des cycles entre une source 
chaude à 7^ et une source froide à T f. On note 5 e , l’entropie créée. Le rendement 
vérifie : 

T f T f T f 

□ a. 77 = 1-— + S -f- Bb. ?/=l- — 

' T c Q c 1 T c 

Q f T f T f T f 

□ c. 7]= Bd. 7i=\--f-S c -+- 

Qc Qc Tc Qc 



Une pompe à chaleur ditherme fonctionne suivant des cycles, entre une source 
froide à température constante T, et une source chaude de capacité thermique C 
dont la température T 2 varie de T 2 , à Ty. Déterminer le travail minimum à four¬ 
nir à la pompe. 


□ a. W mm = -C(T 2f ■ 


T 2l ) + CT, ln ^ □ b. W min = Q 2 (^ 

I 2i \ l 2 


□ c. 


W min = C(T 2f -T 2i )-CT, ln^ 

1 2 i 


□ d. 


Wmin=C(T 2 f-T 2 j) 




Un moteur fonctionne suivant des cycles entre deux sources de capacités C, la 
source froide ( 1 ) a une température initiale T\, et la source chaude ( 2 ) a une 
température initiale T 2l . Quelles sont les relations vérifiées par les températures 
finales T fi et T P- ? 


B a. T f, - Tj 1 et Tf 2 - T i2 
□ c. Tf 2 < yjTjiTa 


□ b. T n = 7/2 
n d. T fl > y/TjiTa 


Déterminer le travail maximal que le moteur précédent peut fournir. 

□ a. W max = C ( yfTÏî - ^ b. W max = -C ( V^ïï" ~ 

□ c. W max = -C (T i2 - T,,) □ d. W max = C (Ta - Tu) 
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Enoncée 


Machines thermiques 



Les questions suivantes étudient le fonctionnement d’une turbine fonctionnant 
suivant un cycle diphasé liquide-vapeur de Rankine décrit sur le diagramme de 
Clapeyron ci-dessus. Le cycle est ditherme entre une source froide à Tj = 35 °C 
et une source chaude à T c = 285 °C. On rappelle que pour un fluide en écou¬ 
lement le premier principe s’écrit A H = W u ,u e + Q. La courbe de saturation est 
représentée en pointillé. 

Dans toute l’étude on raisonnera sur une masse m = 1 kg. On rappelle que 
l’entropie massique d’un mélange diphasé est donnée par l’expression S = 
ci ln T + xL v (T)/T + cte, où c/ = 4,18 J • K - 1 kg - 1 est la capacité thermique mas¬ 
sique du liquide saturant ou non, x la fraction massique de vapeur et L V (T), l’en- 
thalpie massique de vaporisation à la température T avec L V (T y ) = 2415 kJ • kg~ 1 
et L V {T C ) = 1508 kJ • kg" 1 . 


11 


En D. la vapeur est saturante seule. La détente DE est adiabatique réversible. 
Déterminer le titre massique xe en vapeur en E. 


□ a. 


x = ci 


Tf 

L v (T f ) 



□ c. x - 0,317 


□ b. x = 


Tf 

L v (T f ) 



L V (T C ) \ 
Tc J 


H d. x = 0,661 
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On suppose que la compression AB est adiabatique. Déterminer les travaux utiles 
Wab et Wde reçus par le système dans les transformations AB et DE. 

□ a. W A b = 0 □ b. Wab = 1045 kJ.kg -1 

□ c. W DE = 954 kJ.kg" 1 □ d. W DE = -956 kJ.kg -1 




Machines thermiques 


La transformation BD a lieu dans une chaudière sans pièces mobiles. De même, 
dans le condenseur EA il n’y a aucune pièce mobile. Déterminer les chaleurs Q c 
et Qf reçues par le système respectivement de la source chaude et de la source 
froide. 

□ a. Q c = 2553 kJ.kg" 1 □ b. Q c = -2553 kJ.kg” 1 

□ c. Q f = -1597 kJ.kg- 1 □ d. Q f = 1597 kJ.kg -1 

Déterminer le rendement rj de la machine thermique ainsi que le rendement de 
Carnot i) c: correspondant. 

Oa. r/ = 0,424 □ b. rj = 0,596 

□ c. rjc = 0,448 □ d. rj c — 0,714 

Déterminer la ou les transformations non réversibles dans le cycle : 

□ a. compression AB □ b. chauffage BC 

□ c. vaporisation CD □ d. condensation EA 

Voir corrigés page 268 






l Corrigée 


20 Température - Gaz parfait - Théorie cinétique 
VRAI/FAUX 

]J Généralités 

□ V XI F a. Lorsque la température passe de 20 °C à 40 °C, elle est doublée. 

I II faut raisonner sur la température absolue qui passe de 293,15 K à 313,15 K. Elle est loin 
d’être multipliée par 2. 

□ V XI F b. Plus la température est élevée, plus la vitesse quadratique moyenne est 
faible, 

I La vitesse quadratique moyenne est proportionnelle à Vr, donc si la température aug¬ 
mente, la vitesse quadratique aussi : l’agitation thermique est plus importante. 

XI V DF c. Pour un gaz parfait, l’énergie interne est la somme de toutes les énergies 
cinétiques microscopiques. 

L’énergie interne est par définition la somme de toutes les énergies au niveau microsco¬ 
pique. Dans un gaz parfait, on fait l’hypothèse que les forces d’interaction entre particules 
(appelées forces de Van der Waals) sont nulles, donc l’énergie potentielle correspondante 
est nulle. La seule énergie microscopique est donc l’énergie cinétique. 

XI V DF d. La capacité thermique à volume constant d’un gaz parfait dépend du 
nombre d’atomes des molécules. 

I Le nombre de degrés de liberté dépend du nombre d’atomes constituant une molécule. La 
capacité thermique étant directement liée au nombre de degrés de liberté, elle dépend du 
nombre d’atomes. 

X) V DF e. Pour une molécule diatomique, la capacité thermique à volume constant 
dépend de la température. 

Aux températures usuelles (par exemple entre 2 K et 6 000 K pour une molécule de di- 

5 

oxygène), la capacité thermique est constante et égale à — n m RT , où n m est le nombre de 

moles : cela correspond aux 5 degrés de liberté (trois de translation et deux de rotation). À 
plus haute température, la molécule peut se mettre à vibrer et la capacité thermique devient 
7 

-n,„RT. 

QCM 

Notations. L’espace est repéré par le trièdre direct (0,x,y,z). On considère le modèle 
simplifié suivant pour le gaz parfait : 

- la norme de la vitesse de toutes les particules est égale à u (vitesse quadratique 
moyenne) ; 
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- les sens des vitesses se répartissent de manière équiprobable suivant les six sens de 
l’espace (ïï* x , — u* x ,~u y , —~u y ,~u z , —ït z ). 



Une enceinte parallélépipédique contient un gaz parfait constitué de n particules de 
masse m par unité de volume. On s’intéresse à celles qui viennent frapper la paroi per¬ 
pendiculaire à l’axe Ox en se déplaçant dans le sens des x croissants. Déterminer le 
nombre dN de ces particules venant frapper une surface dS de cette paroi pendant l’in¬ 
tervalle de temps df ainsi que la variation de leur quantité de mouvement individuelle 
À p si elles sont réfléchies selon Ox. 


□ a. dN = -nudS df 

□ c. A~p = ~0 


50 b. dN = -nudS df 
6 

$ d. A p — —2muu x 


Les particules frappant la surface d£ pendant df doivent avoir une vitesse u - +iiu x et être 
situées dans le cylindre de section d.S et de longueur £ = udt perpendiculaire à la paroi. 
Cette longueur £ correspond à la distance parcourue pendant df. Au total il y a nuàtdS par¬ 
ticules dans ce cylindre, mais seulement celles qui ont une vitesse suivant les x croissants 

viennent frapper la paroi c’est-à-dire 1/6 de l’ensemble donc d N = -nudS df. 

6 

La quantité de mouvement d’une particule incidente est p, = muu x et après réflexion p r = 
—müu x , donc la variation de quantité de mouvement est A p — p r - p, = —2muu x . 

Il faut raisonner vectoriellement sinon on trouve Ap = 0. 



Déterminer la force £'(\ s _ > prlr , exercée par la surface d.S' sur les particules qui la frappent 
pendant df. Par la loi d’action et de réaction, en déduire la pression exercée sur la paroi. 


^ a ‘ F ds^part - - 11111 11 x ^ b. F ds- 


, part = ——nmu dSdtu x 


1 r\ 

□ c. P = -nmu dt 
3 


59 d. P — —nmu 2 
3 


Chaque particule venant frapper la paroi subit une variation de quantité de mouvement A p, 
donc la variation de la quantité de mouvement des d N particules est : 

_» _> 1 _> 1 2 

Apd v = d N ■ A p = -nudSdt- (—2 muu x ) = ——nmudSdtu x 


En appliquant la relation fondamentale de la dynamique, on trouve la force exercée par d.S 
sur les particules : 


d,S— tpart 


A Pd. 


1 


= — nmu 2 dSut 
df 3 
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La troisième loi de Newton nous dit que la force exercée par les particules sur d.V est 

partes = -^d S^parr 0T ^ part^dS = PdS ^ d ’ 0Ù P • 


| Connaissant l’expression de la pression P dans le gaz calculée précédemment, détermi¬ 
ner l’expression de la vitesse quadratique moyenne en fonction de la température : 


$ a. u — 



□ c. u = 



□ b. u — 



□ d. u — 



L’équation d’état des gaz parfaits s’écrit PV = n„RT, où n„ est le nombre de moles. Ici, 

nous voulons l’exprimer en fonction du nombre de particules par unité de volume soit 

n n N a R 

n = -— où Na est le nombre d’Avogadro-Ampère. Sachant que k B = — on obtient 

V Na 


P = nk B T. En utilisant l’expression de P de la question de précédente, on obtient P = 

1 , 

—nmu = nkpT, d’où l’expression de u. 


5 


Établir l’expression de l’énergie interne pour un gaz parfait monoatomique. On note n„ 
le nombre de moles et N le nombre total de particules. 


3 

$ a. U - -n„RT 
3 

□ c. U = —k B T 


3 

£) b. U = -Nk B T 
9 

□ d. U = —Nk B T 


L’énergie interne représente l’énergie totale au niveau microscopique; donc ici il s’agit 
uniquement de l’énergie cinétique de translation puisqu’il n’y a pas d’interaction entre 
particules (à l’exception des chocs élastiques). On peut donc écrire pour les N particules 


du gaz : U = E ( 


" i 

1= 1 


1 , 

= —mNu. On utilise le résultat de la question précédente 


3 k B T 3 3 

-ce qui donne U = —Nk B T = —n n RT. 

m 2 2 



Une enceinte est séparée en deux volumes V identiques, notés (1) et (2) par une paroi 
perpendiculaire à l’axe Ox, percée d’un petit trou de section s. On suppose que l’axe Ox 
est orienté de l’enceinte (1) vers l’enceinte (2). Les enceintes contiennent respectivement 
Ai et Ni particules. Déterminer le nombre de particules diVi _,2 qui traversent le trou de 
(1) à (2) pendant l’intervalle de temps df. 


□ a. diVi _,2 = — suât 

□ c. diVi _*2 = jNisudt 

6 


1 Ai 

□ b. dAi _>2 = - — sudt 
1 Ai 

53 d. dAi_*i =-sudr 

6 V 
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Le calcul est semblable à celui de la question 2 en remplaçant d.S' par s et n par Ni/V, d’où 
1 Ni 

aNi ^>2 =- suât. 

6 V 


| | Déterminer pour l'enceinte précédente le nombre de particules dNo->i qui traversent le 
trou de (2) à (1) pendant l’intervalle de temps dr. 


□ a. 

□ c. 


1 Ni 

dNi -,1 = - sudt 

6 V 


, Ar l*i- 

dAS_»i —- 

6 V 


N 2 


sudt 


b. dAL-»i 
□ d. dAS-»i 


l -^sudt 
6 V 

- — sudt 
3 V 


Le calcul est semblable à celui de la question précédente sauf qu’il ne faut prendre en 
compte que les particules de l’enceinte (2) se déplaçant dans le sens des x décroissants, ce 
qui représente aussi 1/6 des particules, et que c’est la densité particulaire dans (2) N 2 qui 
1 No 

intervient. Soit dAS-»i =- sudt. 

6 V 


On note N le nombre total de particules présentes dans les deux enceintes. Déterminer 
une équation différentielle vérifiée par Ni : 

_ d*i su „ T su w , dN\ 

**• -ït + w n ‘‘6v n ° b - 

□ c. Lit + /Ï-», =0 Od. 

dr 6V 


su su 
dr + 6V Nl ~ 6V N 


dNi 

dr 


su su 

+ —Ni — —N 
3V 3V 


La variation du nombre de particules dans l’enceinte (1) est égale au nombre de particules 
entrant dAS->i moins le nombre de particules sortant d/V] _> 2 , soit : 


1 No 

d/V| = - — suât- 
6 V 


\ — suàt = -J— (N - 2Ni) sudt 
6 V 6V 


dNi su su 

-+ —Ni — —N 

dr 3V 6V 



Initialement toutes les particules sont du côté (1). Exprimer /V| en fonction du temps. 
□ a. Ni =Arexp(-||) □ b. /V, = y (i - exp(-^)) 

$c. Ni = y(l +exp(-|^)) Dd. Ni = *(l - ex p(-|^)) 


N 

La solution générale de l’équation différentielle est Ni = Ae l/T + — avec r = 
onajVi = N, d’où A = N/2. C’est donc la réponse c qui est juste. 


3V 


. A t = 0, 


su 
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21 Pression - F>tatic\ue des fluides 
VRAI/FAUX 


1 


□ V XI F a. La pression est uniforme dans un fluide dense comme l’eau. 

La pression en un point d’un fluide est égale au poids de la colonne de fluide, de surface 
1 m 2 située au-dessus du point. Contrairement aux gaz, les liquides ont une masse volu¬ 
mique importante, donc une faible variation de l’altitude peut entraîner une forte variation 
du poids de la colonne au-dessus. 

X) V DF b. La pression au sommet de l’Everest (environ 8 000 m) est environ 1/3 
de la pression au niveau de la mer. 

I Dans une atmosphère isotherme à 273 K, la hauteur d’échelle, c’est-à-dire la hauteur à 
laquelle il faut monter pour que la pression soit divisée par e - 2,7 est environ 8 km. 

XI V DF c. À environ 10 m de profondeur sous l’eau, la pression atmosphérique est 
doublée. 

I À la profondeur h, la loi barométrique donne une pression P - Pq + pgh soit pour l’eau 
p = 10 3 kg.m 3 , g - 10 m.s " 2 et h = 10 m, donc pgh - 10 5 Pa - Pq. C’est pour cette raison 
que l’on utilise un liquide plus lourd que l’eau dans les baromètres. 


QCM 



On considère un gaz parfait, à température constante T, de masse volumique p, de masse 
molaire M, dans un champ de pesanteur d’accélération g uniforme selon F axe Oz vertical 
ascendant. La pression P du gaz vérifie : 


XI a. 

d P 

T = ~P9 
d z 

XI b. 

□ c. 

d P 

T7 =P9 

□ d. 


P = 


pRT 


P = pRT 


Si l’on considère une couche d’épaisseur d; entre les altitudes s et z + d", de surface S , la 
relation d’équilibre donne : 


P(z)S-P(z + dz)S -pgSdz = 0 


d P 

- S d z-pgS cL = 0 : on retrouve la loi fondamentale 

dî 


de la statique des fluides. 

Si on note m la masse de n moles de gaz, la loi des gaz parfaits s’écrit PV 
p = —, d ou la réponse b. 


mRT 
M ’ 


or 
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On note Po, la pression à l’altitude z = 0. L’expression de la pression en fonction de z 
est : 

□ a. P = Pq - pgz □ b. P = P 0 + pgz 

$ C. P - Pq exp (-^r) ad. P = P 0 exp (j^r) 


Dans un gaz, on ne peut pas considérer p comme constante, il faut donc remplacer p par 

d P MgP 

son expression en fonction de P et 1 équation de la statique devient : ——h — 0. 

Comme est une constante, on a une équation du premier ordre à coefficients constants 


( JVl cjz \ 

-— . En 

RT ) 


choisissant P(0) = Pc, on trouve A = Pq. 


On note po la masse volumique à z = 0. On prend maintenant un modèle plus réaliste, 
pour lequel T — az + Tq. La pression et la masse volumique en fonction de l’altitude 


sont : 

□ a. P - Po exp | - 

□ c. p - po 


Mgz 


R(az + T 0 )j 
T 0 J Mgz 


az+ T 0 


exp - 


R(az + T q ) 


$ b. P - Po 


$ d. p = po 


To 


Mg 


az + T 0 


Tq 


az + T 0 


2+1 


Dans l’équation, précédente il faut séparer les variables avant d’intégrer car n’est plus 

d P Mg Mg 

une constante. On a alors — =---dz. L’intégration donne lu P =-- ln (az + 

P R(az + Tq) Ra 

Tq) + cte. Pour z = 0, on a P — Po et T = Tq , donc ln — =-- ln —--, ce qui donne 

P 0 Ra T 0 

la réponse b en faisant disparaître les logarithmes. 


L’équation des gaz parfaits donne p 


MP 

P7 7 


MPq 


To 


MPq ( To 


RTq \az + T 0 


2 +1 


ce qui donne la réponse d avec po = 


R(az + T 0 ) \az + T 0 
MP 0 


soit p 


RTo 


On modélise une étoile par une boule de gaz de masse volumique constante p, de rayon a. 

. 4 

La gravité à une distance r du centre est alors g = — Gnprur. L’équation d’équilibre 

d P 

s’écrit en coordonnées sphériques — = pg. On considère que la pression en r = a est 

nulle (vide). La pression au centre de l’étoile est : 

2 4 

$ a. P = -Gnp 1 a 2 H b. P = -Gnp 1 a 2 

11 ^ 2 

□ c. P - 0 □ d. P — - —Gnp 1 a 2 
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L’équation de la statique s’écrit 


d P 
dr 


-Gnprr, donc l’intégration donne P 


——Gnprr 2 + cte. Pour r = a. la pression est nulle ce qui permet de déterminer la constante 
et finalement P = — Gnp 2 (a 2 - r 2 ). Pour r = 0 on trouve la réponse a. 



On s’intéresse à un liquide incompressible, à température constante T, de masse volu¬ 
mique p, de masse molaire M, dans un champ de pesanteur d’accélération g uniforme 
selon l’axe Oz vertical ascendant. Le liquide est situé dans le demi-espace z < 0 et 
au-dessus lui (z > 0), l’atmosphère a une pression Pq. La pression P du liquide est : 


$ a. P - Pq- pgz □ b. P - Pq + pgz 

□ c. P - Pq exp a d. P - Pq exp (^|r) 


Dans le cas d’un liquide, on peut considérer p constante donc l’équation de la statique 
s’intégre en P — -pgz + cte. Or pour z = 0, P = Pq d’où la réponse a. On vérifie bien qu’à 
une profondeur h, soit pour z = —h, on a une pression supérieure à Po (on retrouve la loi 
barométrique P - Pq + pgh). 



On étudie l’équilibre de deux liquides dans un tube en U. Le liquide blanc sur la figure a 
une masse volumique p\ et le liquide coloré, une masse volumique p 2 > p \ ■ La pression 
atmosphérique au-dessus des liquides est Pq. Quelle est la pression au point C ? 



□ a. P c - pigL $ b. P c - Pq + p\g(H + L) 

$ c. P c = P 0 + p 2 gL ad. P = Pq + pig(H + L) 


On applique la loi barométrique dans le tube de gauche et pour le liquide coloré : Pç = Pb+ 
p 2 gL. Avec Pu = Pq. on trouve la réponse c. Dans le liquide blanc, si on appelle C g , le point 
à la même profondeur que C, mais dans le tube de gauche, alors C et C (/ étant dans le même 
liquide, Pc = Pc g ■ La loi barométrique pour le liquide blanc donne Pq = P a+ Piç(H + L). 
Or P a = Pq. ce qui donne la réponse b. 



Sur le cas précédent, on suppose maintenant que le tube de gauche a une section v et le 
tube de droite une section S. Déterminer la hauteur h dont est descendu le point A et la 
force P qu’il faut appliquer en A pour avoir A et P à la même hauteur : 


£la. A = fl/(l + |-) 
$c. F = sgUp 2 - pi) 


□ b. 



□ d. F — sp\gh 
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Les liquides sont incompressibles donc le volume est conservé. Si on note h' la hauteur 
dont est monté B , alors la conservation du volume donne sh = S h', d’autre part h + h' - H 
d’où la réponse a. 

En A, la pression est Pq + F/s. En B la pression est Pq. En C, la pression est Pq + p 2 gL. 
Le point C g , à la même hauteur que C, dans le tube de gauche est maintenant à une pro¬ 
fondeur L sous A, puisque A et B sont à la même hauteur. On a donc Pc — P a + PigL. 

F 

En utilisant l’égalité des pressions en C et C g , on peut écrire Pq h -h p\gL - Pq + PigL, 

d’où F. 



Un solide de volume E et de masse volumique p flotte à l’interface de deux liquides non 
miscibles de masses volumiques p i et p 2 avec p 2 > p\. Déterminer le volume V\ de la 
partie du cube dans le liquide (1) : 


□ a. Vi = V— 


□ c. Vi = E 


Pi 
P~P\ 
Pi ~ Pi 


[3 b. Ei = E——— 
Pi ~ Pi 

□ d. Ei = —E 

Pi 


Puisque p 2 > pi, le liquide (1) est au-dessus du liquide (2). La part immergée dans le 
liquide (2) est E — Ei. L'équilibre entre le poids et les poussées d’Archimède s’écrit : 

pVg = piVig + p 2 (V - Vi)g soit Ei = ——— E. 

Pi - Pi 


10 


On reprend l’expérience précédente. On définit l’axe Oz ascendant passant par le centre 
du cube, l’origine Oétant sur la ligne de flottaison à l’équilibre. On note C le point du 
cube coïncidant avec O à l’équilibre. On appuie légèrement sur le cube, de manière à 
ce que C descende d’une petite hauteur ho sous O et on lâche sans vitesse initiale. On 
note a la longueur du côté du cube. Déterminer la pulsation a> des petites oscillations et 
l’équation donnant la position de C au cours du temps. 


$) a. zc — —ho cos tut □ b. zc - ho cos eut 

pi -pi g 


□ c. 


P 


^1 d. tu - 


p i-pi g 

P a 


Lorsque le point C est à l’altitude zc > 0, le volume immergé dans le liquide (1) est 
Ei + zetr et celui immergé dans le liquide (2) est E — Ei - Zctr■ Les trois forces à prendre 
en compte sont : 

- le poids : —pVgu z . 

- la poussée d’Archimède du liquide (1) : pi(Ei + zca 2 )guz- 

- la poussée d’Archimède du liquide (2) : p 2 (E — Ei — zccr)gu z - 


La relation fondamentale de la dynamique appliquée au cube s’écrit : 


I 


Vpïc = -pVg + pi(Ei + Zca 2 )g + P 2 (E - E| - zca 2 )g. Avec la condition d’équilibre 
pVg = pi E| g + p 2 ( V - V\ )g et E = a 3 , on peut simplifier l’équation qui devient : 

pi — pi g 

Zc H — - Zc = 0 ce qui est une équation d’oscillateur harmonique de pulsation tu telle 

p a 
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? P2 — P 1 Ç) v 

que a> = —-La solution générale est zc = A cos eut + Bsincot. A t — 0, on a 

P a 

Zc = -ho et zc = 0 donc A - -ho et B — 0. 

| Une demi-sphère de rayon a est posée au fond d’un récipient rempli d’eau de masse 

volumique p e . Déterminer la force F exercée sur cette demi-sphère par l’eau. La pression 
atmosphérique est Pq. On prendra l’axe Oz vers le haut. 



□ a. F = Po2na 2 u > z 

_ -> 2 3 _> 

□ b. F — —p e nci gu z 

—> 2 

X) c. F — —na 2 p e g — na 2 (Po + p e ghju z 

□ d. F = (Pq + p e g(h - a))2ncru z 


Étant donné que l’objet est posé au fond, on ne peut pas appliquer le théorème d’Archimède 
car le fluide n’entoure pas l’objet. Il y a deux manières de faire le calcul. 


Première méthode : on détermine la pression en un point M de la surface de la demi-sphère 
avec la loi barométrique. On en déduit la force de pression s’exerçant sur une surface dS 
et on intègre après projection sur l’axe vertical. 


Deuxième méthode : supposons qu’il y ait un mince film d’eau sous la demi-sphère, dans 
ce cas on peut appliquer le théorème d’Archimède et la force exercée par l’eau est 77 = 

2 3 _^ 3 

—na p e gu z , le terme 2na /3 est le volume de la demi-sphère. En faisant ce raisonnement, 
on a compté une force de pression exercée sur la base de la demi-sphère, qu’il faut donc 
retrancher. La pression à la profondeur h est Pq + p e gh, donc la force de pression qui 
s’exercerait sur la base est F b = (Pq + p e gK)nccu z . La force s’exerçant sur l’objet est donc 
~F = 77 - F* b . 


22 Premier principe de la thermodynamique 
VRAI/FAUX 

Généralités 

□ V XI F a. Le transfert thermique reçu par un système ne dépend que de l’état 
initial et de l’état final. 

Le transfert thermique n’est pas une fonction d’état. Sa valeur dépend du chemin suivi lors 
de la transformation. 

□ V [S F b. Le travail est une fonction d’état. 

Comme le transfert thermique, le travail n’est pas une fonction d’état. Sa valeur dépend du 
chemin suivi lors de la transformation. C’est pour cette raison que les moteurs fonctionnant 
par cycles peuvent fournir un travail. 
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39 V DF c. La variation d’énergie interne d’un système ne dépend que de l’état 
initial et de l’état final. 

I L’énergie interne est une fonction d’état : sa variation ne dépend pas du chemin suivi lors 
de la transformation. 

□ V 33 F d. Dans une transformation isotherme Q = 0. 

I II ne faut pas confondre isotherme et adiabatique. Même si la température reste constante, 
il peut y avoir échange de chaleur. 

39 V DF e. Le travail élémentaire des forces de pression est ôW = -PdV où P est 
la pression du gaz seulement si la transformation est quasi statique. 

Le travail élémentaire (sauf dans le cas d’un écoulement ou d’une enceinte initialement 
vide) est ôW = -P ext dV où P ext est la pression extérieure. Dans le cas d’une transformation 
quasi statique (a fortiori réversible) la pression du système est égale à la pression extérieure 
(équilibre mécanique à tout instant mais pas forcément équilibre total). Ainsi ôW = -PdV. 
Ce n’est pas vrai si la transformation est trop rapide : P 4- P ext et ô W = -P ex , dV. 

□ V 33 F f. Le premier principe peut s’écrire AU = AW + AQ. 

La notation À indique une variation, or le travail et le transfert thermique représentent des 
quantités échangées et non des variations : c’est donc une faute d’écrire AU = AIL + AQ, 
il faut écrire AU = W + Q. De même pour une transformation infinitésimale, il faut écrire 
dU = ôW + ôQ et non dU = dW + dQ car la notation d représente une variation alors que 
ô représente une petite quantité. 


QCM 



Une mole de gaz parfait dans l’état initial (Pi, V\,T\) subit une détente isotherme quasi 
statique jusqu’à la pression Pi/2. Le travail et la chaleur reçus sont : 

39 a. VF = -RT ln2 □ b. W = PPln2 
□ c. 0 = 0 33 d. Q = RT ln 2 


Le travail élémentaire pour une transformation quasi statique s’écrit ôW = -PdV car P = 

dV 

P ext , soit avec l’équation des gaz parfaits ôW = —nRT —. On intègre entre V\ et Vf ma i 


avec T - cte soit W = -nRT ln 


l ^final 

1 “^ 


j. Or« = 1 et avec l’équation des gaz parfaits 


—- = -. Pour la chaleur on utilise le premier principe : comme la transformation 

Vi (Pi/2) F P P 

est isotherme AU = 0 et Q — — W. 
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Une mole de gaz parfait dans l’état initial (P i, V\,T\) subit une détente adiabatique quasi 
statique jusqu’à la pression P i/2. La variation d’énergie interne et le travail reçu sont : 


a. 


A U = 


RT i 

y- i 




□ b. A U = 


RT i 

y- i 


□ c. W = -Q 


$d. W = 




Il s’agit d’un gaz parfait qui subit une transformation quasi statique adiabatique (avec y 
constant), on peut donc appliquer les lois de Laplace T y P l ~ y = cte. La température finale 

. IzZ 


est donc Tf - T\ 


P t/2 


. En appliquant la première loi de Joule, AU 


R 


y- 


î 


(Tf - r,), 


d’où le résultat. Comme la transformation est adiabatique Q = 0 donc AU = W. 


| Une mole de gaz parfait dans l’état initial (P\ , Vj, T\) subit une compression isochore 
quasi statique jusqu’à la pression 2P\. Les variations d’énergie interne et d’enthalpie 
vérifient : 

$ a. A U = Q $ b. AU = 

y- i 

□ c. AH = W □ d. AH = Q 


Si la compression est isochore, le travail W 


r 


PdV est nul puisque dU = 0 donc 


le premier principe donne AU - Q. L’équation des gaz parfaits donne T f = 27), donc 
R RT\ 

AU = - (Tr - T i) = -. Pour calculer AH on utilise la deuxième loi de Joule 

y - 1 7 - 1 

yR y RT \ 

AH = - -(Tf - Ti) — -- donc aucune réponse ne convient. 


y- i 


y- i 


Pour la transformation précédente, le travail et la chaleur échangés sont : 

J 

RT | 


□ a. Q = □ b. Q = 0 


y- i 
[8 c. W - 0 


□ d. W = 


y- 1 


I 


De ce qui précède, on déduit W = 0 et Q — 


RT i 
7-1’ 



Une mole de gaz parfait dans l’état initial (Pi, V\, T i) subit une transformation isobare 
quasi statique jusqu’au volume 2Vi. Les variations d’énergie interne et d’enthalpie véri¬ 
fient : 


□ a. A U = W □ b. AU = W 


$ c. AH = Q □ d. AH = Q 
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I La transformation est isobare donc W = -P AV et AH = AU+A(PV), soit A H - AU+PAV. 
Avec le premier principe AU — Q - P AV et on obtient AH = Q. 

Pour la transformation précédente, le travail et la chaleur échangés sont : 

Da. W - PiVi $ b. JP = -Pi Pi 

y P\V\ 

Æc. Q = PiVi ad. Ô = ^4 

y - 1 y — 1 

L’équation des gaz parfaits permet de déterminer la température finale Tf = 2T\ , donc avec 

y R yRT \ 

la deuxième loi de Joule AH = - (Tf - T i) = -d’où Q sachant que RT\ = P{V\. 

y - 1 y - 1 

Pour le travail, on a W — -PAV = -Pi V\ 


On considère une enceinte de parois extérieures adiabatiques et indéformables, 
séparée en deux par une cloison mobile adiabatique. Le compartiment de 
gauche (1) contient n\ moles d’un gaz parfait dans les conditions initiales 
(P i, V|, Pi ). Le compartiment de droite (2) contient le même gaz parfait dans 
les conditions initiales (2Pi, V\,T\). On libère la cloison amovible. On indice par 
fl et /2 les grandeurs finales respectives des compartiments (1) et (2). 



La variation de l’énergie interne du système global vérifie : 

$1 a. AU = 0 □ b. AU = P, P, 

$ c. A ri = y^ (2 T p. + T f i - 3Pi) □ d. AU = y^ (p /2 + T n - 2Ti) 


Si l’on prend le système global (gaz + enceinte + cloison), la chaleur reçue est nulle car 
l’enceinte est adiabatique et le travail extérieur est nul aussi car la seule pièce qui se déplace 
(cloison) est à l’intérieur du système donc AU = 0. L’énergie interne est une fonction 

extensive donc AU = AUi + AU 2 avec AUi = —■—(Tn - T\) et ALL = — 1 —(Tfi - Pi). 

y-1 y-1 

Or comme initialement P 2 = 2Pi, on a /î 2 = 2n\ , c’est donc la réponse c qui convient. 


9 


Parmi les propositions suivantes, cochez celles qui sont vraies : 


□ a. T f\ = T fi 09 b. P f \ = Pf 2 

□ c. V fl = V f2 $ d. Vfi + Vf 2 = 2Vi 


Dans l’état final, la cloison est immobile. Les seules forces horizontales s’exerçant sur 
cette cloison sont les forces de pression, leur résultante est donc nulle donc il y a la même 
pression de chaque côté. 

L’enceinte est indéformable donc le volume total reste constant et égal à 2Pi. 
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10 


Déterminer une relation entre les températures finales, et en déduire la pression dans le 
compartiment (1). 

£1 a. 27/2 + 7>i - 37, = 0 □ b. 2T fl + T ft -T\ = 0 


□ c. 


Pf i = p P- = 


3 

1 + 2Vr 


P i 


09 d. 



La relation entre les températures est obtenue à partir de l’expression de l’énergie interne 
(question 8). 



L’erreur à ne pas commettre est d’utiliser la relation de Laplace entre P et T car la 
transformation est bien adiabatique mais pas quasi statique (la cloison se déplace 
brutalement). La réponse c obtenue avec cette loi est donc fausse. 


Tfi Pp 

Avec les équations des gaz parfaits et Pp = Pp, on a - = 2-. On reporte dans 

Vf t Vf2 

V fi 

Vfi + Vf 2 = 2Vi, ce qui donne —(T p + 2Tf 2 ) = 2Vi ; or 27/2 + T fi = 37^ donc 

T P 

T j 3 J 1 

finalement- =-. Avec l’équation des gaz parfaits, Pf i = 3Pi/2. 

Vf i 2Vi 


11 


On considère une enceinte adiabatique indéformable séparée initialement en deux com¬ 
partiments de volume Vo, l’un contenant une mole de gaz parfait, l’autre étant vide. 



a 

JJ 

3 


gaz | 

1 vide 


O 

s 



d 


Po 

T„ 


Le compartiment de gauche est séparé de l’atmosphère (Po, Tq) par un piston diatherme. 
On enlève la cloison amovible. Déterminer l’état final du gaz : 


□ a. ( Po,T 0 ,2Vo ) a b. (y,7o,V 0 ) 
09 e. (Pq, Tq, Vq) ad . (y.T’o.y) 


Dans l’état final, le piston est immobile donc le gaz a la même pression que l’atmo¬ 
sphère Po- Le piston est diatherme donc le gaz est aussi en équilibre thermique avec l’atmo¬ 
sphère, sa température est Tq- L'équation des gaz parfaits nous donne alors un volume Vo- 
Le gaz est dans le même état qu’initialement, il s’est juste déplacé vers la droite, ainsi que 
le piston. 
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Déterminer le travail et le transfert thermique reçus par le gaz de la question 11. 

$a. W = PqVq Ob. W = 0 

□ c. 0 = 0 Æd. Q = -P 0 V 0 

L’erreur à ne pas commettre ici est d’appliquer W = - f P ext dV car il y a un volume vide 
initialement, cela mènerait à W = 0 puisque le volume du gaz ne varie pas. 11 faut revenir 
à la définition mécanique du travail. Si on note S la section du piston, la force exercée par 
l’atmosphère est F = PqS. Le piston se déplace d’une distance L et la force est motrice, 
donc le travail est W = FL = PqS L. Or le volume balayé par le piston est égal à SL mais 
aussi à Vo, puisque qu’initialement le gaz et le vide occupaient un volume 2 VV 

Pour calculer Q, on applique le premier principe. Comme la température ne varie pas 
AU = 0 et Q = - W. 

On souhaite chauffer une masse M d’eau de capacité massique C de la température T i à 
la température T 2 en une durée A t avec un résistor de résistance R (de capacité thermique 
négligeable). Déterminer l’intensité du courant nécessaire à l’opération. 

□ b. / = 


□ d. / = 


Deux raisonnements sont possibles. Soit on inclut le résistor dans le système qui est alors 
{eau + résistor}. Ce système reçoit du travail électrique W e - RI 2 At de la part du généra¬ 
teur qui alimente le résistor. En supposant que le système est isolé de l’extérieur, le premier 
principe donne 

AU eall + AUr = W e or AUr^O et A U eau = MC(T 2 -T x ) d’où L 

La deuxième méthode est de prendre uniquement l’eau comme système. Elle ne reçoit que 
la chaleur Q du résistor (par effet Joule). Le premier principe appliqué au résistor s’écrit 
AUr = w r - Q et comme AUr - 0, alors Q = W,. et on retrouve le même résultat. 

Un résistor (résistance R, capacité thermique C r ) initialement à la température Tq, 
est dans un milieu de température constante T,,. Le résistor est soumis à une ten¬ 
sion E constante. D’autre part, il perd par unité de temps une quantité de chaleur 
aC r {T - T e ). 
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J Quels sont le travail électrique et la chaleur reçus par le résistor dans l’intervalle de 
temps dr ? 


E 2 

$) a. ôW e i = — dr 


E 2 

□ b. ÔW d = - dr 

R 


□ c. ôQ = aC r (T - T e )dt $) d. ôQ = -aC r (T - T e )dt 


Le travail reçu par le résistor de la part du générateur est ôW e i = —dr et comme on nous 

R 

donne la chaleur perdue, le chaleur reçue est l’opposé soit ôQ = -aC r (T - T e )dt. 


Établir à partir du premier principe, l’équation différentielle pour la température du ré¬ 
sistor et son expression générale en fonction du temps : 

d7 E 2 

□ a. —- ciT = ——— ciT e 

dr RC r 

_, dr E 2 

b. —-— + ci T — —— + aT e 

dr RC r 


® c. T = T 0 e~ al + 


□ d. T = T 0 é“ + - 


r P J(i-e- fl ') 

fr,J(l-e flf ) 


On applique le premier principe au système résistor en tenant compte cette fois de sa 
capacité, entre l’instant t et l’instant t + dr : d U = ôW e i + ôQ avec d U = C,dT donc 
E 2 

C r dT - —dr - aC r (T - T e )dt. En divisant par C r et dr on trouve l’équation b. 

R 

La résolution de l’équation homogène donne AeT at où A est une constante et la solution 

E 2 E 2 

particulière est T e H-donc la solution générale est T = Ae~ a ' + T,. H-. La 

F aRC r aRC r 

condition initiale T( 0) = 7q mène à la solution c. 


Quelle est la température limite T i im du résistor et quelle est alors la puissance P fournie 
par le générateur pour maintenir le milieu à 7’,, ? 


O a. Tu,,, - T e ^1 b. T lim - —— + T,, 

aRC r 


„ E 2 

0c.P = T 


□ d. P — -1 aC r T e 

R 


Lorsque t —> +oo, la température T — > T e H-: le résistor est plus chaud que le milieu 

aRC r 

extérieur, ce qui lui permet de céder spontanément de la chaleur à ce milieu. On peut 
considérer que la température du résistor est constante, donc son énergie interne aussi. Le 
premier principe appliqué au résistor donne dU = Pdt - aC, (T n m - T e )dt = 0 soit P = E 2 /R. 
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23 Second principe de la thermodynamique 
VRAI/FAUX 



Généralités 


□ V [S F 


a. L’entropie échangée est toujours positive. 


I L’entropie échangée est S e — J — où 7V est la température à la périphérie du corps (en 

général celle du thermostat). Puisque T-% > 0, S e est du signe de ôQ. 

XI V DF b. L’entropie créée est positive ou nulle. 

I L’entropie créée est positive pour une transformation irréversible et nulle pour une trans¬ 
formation réversible, jamais négative, 

□ V [S F c. Lors d’une transformation isotherme, l’entropie échangée est nulle, 

I Isotherme (température constante) ne signifie pas adiabatique (pas de transfert thermique 
échangé). L’entropie échangée n’est a priori pas nulle. 

XIV DF d. La variation d’entropie d’un système ne dépend que de l’état initial et 
de l’état final. 

L’entropie est une fonction d’état, donc sa variation ne dépend pas du chemin suivi. 

□ V XI F e. L’entropie créée ne dépend que de l’état initial et de l’état final. 

I L’entropie créée (comme l’entropie échangée) n’est pas une fonction d’état. Sa valeur dé¬ 
pend du chemin suivi lors de la transformation. 

□ V XI F f- Une transformation adiabatique est telle que AS 1 =0. 

I Une transformation adiabatique a lieu sans échange de chaleur donc S e = 0 et 
AS = S c > 0. Si la transformation est réversible alors AS - 0 sinon AS > 0. 

□ V XI F g. Une transformation telle que AS - 0 est réversible, 

I Seule l’évaluation de l’entropie créée permet de savoir si la transformation est réversible 
ou non. La nullité de AS signifie seulement S e = -S c . 


QC M 


Une enceinte indéformable isolée de l’extérieur par des parois adiabatiques est 
divisée en deux compartiments de même volume. Les deux compartiments, de 
même volume, sont séparés par une paroi diatherme (qui laisse passer la cha¬ 
leur) fixe. Chaque compartiment contient initialement deux gaz parfaits iden¬ 
tiques (2 n, T, PV ) et ( n, 2T, Pi, V ). On laisse l’équilibre s’établir. 
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La variation d’entropie du premier gaz est : 


□ a. AS i = 


2nR 
J- 1 



□ b. ASi = 


4 nR 

y- 1 


$ e. AS i 


2 nR 

y- i 



□ d. AS i = 0 


Il faut d’abord déterminer la température finale T y des gaz, qui est la même puisque la paroi 
est diatherme. On applique le premier principe à l’ensemble des deux gaz et de l’enceinte : 
W — 0 car l’enceinte est indéformable et Q = 0 puisqu’elle est adiabatique donc AU = 0. 

Soit At/i + A U 2 = ——{T f - T) + T f - 2 T) = 0. On en tire 7> = 47/3. La 

y -1 y- 1 

transformation étant isochore, l’identité thermodynamique pour le gaz parfait (1) s’écrit 
2 nR d’/’] 

dS i = - - — . En intégrant entre T et T f, on trouve la réponse c. 


La variation d’entropie de l’ensemble des deux gaz est : 


W 



nR 


32 

a. 

AS = 


ln 




y- i 


27 

n 

b. 

AS = 

= 0 



n 



nR 


27 

c. 

> 

11 


ln 





y- 1 


Y 


□ d. On ne peut pas calculer AS car il y a deux gaz distincts. 


L’entropie est une fonction extensive donc AS — AS i + AS 2 - Pour le gaz (2) qui évolue 
aussi de manière isochore, dS 2 = - \~j~ st, ' t en intégrant entre 2 T et 7/; on obtient 

AS 2 =-ln —. La somme AS \ + AS i donne la réponse a. 

y - 1 3 


Pour l’ensemble des deux gaz, l’entropie échangée avec l’extérieur et l’entropie créée 
sont : 

£la. S f =0 Db. S e = ^- 

y- 1 

□ c. S f = 0 £ld. S f = -!^-ln — 

y — 1 27 

Le système total n’échange pas de chaleur avec l’extérieur (évolution adiabatique) donc 
S e - 0. On a alors S' - AS - S 1 ’ - AS soit la réponse d. L’entropie créée est strictement 
positive, la transformation est irréversible et la cause d’irréversibilité est la différence des 
températures initiales des gaz. 
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Un coips solide de capacité thermique C à la température T i est mis en contact 
avec un thermostat à la température Ti_. Il n’y a pas d’échange de chaleur ni de 
travail avec l’extérieur. On attend l’équilibre. 


5 


La chaleur Q reçue par le corps est : 


□ a. <2 = 0 Æ b. Q = C{T 2 -T 0 

□ c. Q = C(T\ -72) □ d. Q = C(T 2 + 0)/2 


I La température finale du corps est celle du thermostat. On applique le premier principe au 
corps solide avec W = 0, soit AU - Q avec AU = C{T 2 - T\). 


L’entropie échangée par le corps est : 

Ti — T \ Ti — T\ 

g) a. S e = C Ob. S e = C- 1 


Ti 

□ c. 5 e = Cln — 
Ti 


Ti 


□ d. S e = C— 
Ti 


L’entropie échangée est S e 

ae /££ Q_ 

T2 T2 


r 


— où T y. = Ti est la température du thermostat, soit 

Ty. 


La variation d’entropie du corps est : 


□ a. AS = 0 


□ b. AS - C 


Ti-Ti 


1 


£)c. AS = Cln— □ d. AS = C— 
Ti Ti 


Pour un corps solide, l’identité thermodynamique s’écrit dS = C—. On intègre entre T\ 
et Ti et on trouve la réponse c. 


8 


On note S c l’entropie créée. On a donc : 


□ a. S f = 0 

□ c. La transformation est réversible 


$b. 

$ d. 


S c 


= Cln — - C 
Ti 


Ti-Ti 

Ti 


La transformation est irréversible 


I Le deuxième principe s’écrit AS - S e + S c , donc S c = AS - S e , ce qui, d’après les 
précédentes questions donne la réponse b. 
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Il faut maintenant déterminer si S c = 0 ou S c > 0. On pose X - —, alors S' - C(X — 1 — 

P2 

lnX). Par un tracé rapide des fonctions X - 1 et In X, on s’aperçoit que X - 1 > lnX sauf 
en X — 0. Donc sauf pour T\ = '/Malienne transformation), on a S e > 0. La transformation 
est irréversible et la cause d’irréversibilité est la différence de température entre le corps et 
le thermostat. 


Un gaz parfait dans l’état initial (P 1 , V), T\ ) est en contact avec un thermostat à 
la même température. Il subit une compression isotherme réversible jusqu’à la 
pression 2Pi. 


La variation d’entropie du gaz est : 

■yPi L, 

□ a. AS = 0 db. AS =- r ‘ ln2 

(y - UU 


P\V\ P\ V\ 

$c. AS = --—- ln2 dd. AS = 1 -ln2 

Pi Ti 


dr 


On écrit l’identité thermodynamique en fonction des variables (P, P), soit dS = Cp —— 
VdP 

-. Dans ce cas, la transformation est isotherme donc dP = 0. Avec l’équation des 

dP 

gaz parfaits, le deuxième terme devient —nR —. On intègre entre Pi et 2Pi, soit AS = 
2Pi 

-nR ln . On obtient la réponse c en remplaçant nR par P\ V\/T \. 


L’entropie échangée par le gaz et l’entropie créée sont : 

□ a. S e = 0 $ b. S e = --^- ln2 

Pi 


$c. S c = 0 dd. S c = 


P 1 V 1 
Pi 


ln2 


Comme déjà utilisé précédemment, on obtient l’entropie échangée par l’expression S e = 

CôQ 

I — où Pv = P 1 puisqu’ici la température du thermostat est Pi. Dans le cas d’une 

J Ty. 

transformation isotherme, l’énergie interne d’un gaz parfait est constante (l re loi de Joule), 
on en déduit que Q — -VL et pour une compression isotherme quasi statique (ou réversible) 
ôW = -PdV = —nRT idV/V. Par intégration entre le volume initial V 1 et le volume final 

Vi/2, on trouve W = nRT \\n2 - P \V\ ln 2. On en déduit S e = — = —-—- ln 2. 

P 1 P 1 

En ce qui concerne l’entropie créée, la transformation est réversible donc S c — 0 d’après 
le résultat précédent, on a bien AS - S e . 
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Le même gaz dans l’état initial (Pi, V \, T\ ) est maintenant dans un cylindre fermé 
par un piston. À l’exception du piston les autres parois sont immobiles. Le piston 
assure l’équilibre mécanique avec l’extérieur à la pression P Le seul échange 
de chaleur a lieu avec le thermostat à température T \. On fait brusquement passer 
la pression extérieure à 2P\ et on attend l’équilibre du gaz. 


11 


Le travail et le transfert thermique reçus par le gaz sont : 
[8a. W = PiVi □ b. W - P\V\\n2 

□ c. Q = -PiViln2 £)d. Q = -P{Vi 


La pression finale du gaz en équilibre avec l’extérieur est 2P\ donc le volume final est Vi/2. 

Dans le cas présent, la transformation a lieu à pression extérieure constante P ext = 2P\ , on 

rV 1/2 

peut donc calculer le travail reçu par le gaz W = - P ex f dV soit W = -2P\(V\/2 - V\ ) 

Jv 1 

o\xW = PiVi. La transformation est isotherme donc AU - 0 et Q - - W. 


12 


La variation d’entropie du gaz est : 


□ a. AS = 0 


□ b. AS - - 


J P 1V1 

(y-i)Li 


ln2 


c. AS — - 


P 1V1 
Ti 


ln2 


□ d. AS = - 


P 1 V 1 

Ti 


I L’état initial et l’état final sont les mêmes que dans l’exercice précédent. Puisque S est une 
fonction d’état, sa variation est la même que pour la question 9. 


L’entropie échangée par le gaz et l’entropie créée sont : 

^iVi 


$1 a. S e = 


□ c. S c = 


Ti 

P 1 V 1 

Ti 


□ b. AS = 


Ti 


■ ln2 


P 1 V 1 

^ld. S c - — ^-~(1 _ hr2) 
1 1 


L’entropie échangée avec le thermostat est S e = — soit S' 

T 1 


P 1 V 1 

Ti 


. L’entropie créée est 


S c = AS - S e ce qui donne la réponse d. On vérifie que S c > 0 car ln2 < 1 et donc la 
transformation est irréversible (en raison du changement brutal de pression). 
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Un résistor de résistance R et de volume V est parcouru par une intensité conti¬ 
nue I et soumis à une tension continue E pendant A t. Sa température est mainte¬ 
nue constante par contact avec un thermostat à. T et sa capacité thermique est C. 
La pression extérieure est P. 


14 


L'entropie échangée avec le thermostat est : 


□ a. S e 

£le. 5" 


EIAt 

T 

EIAt 

T~ 


□ b. S e = 0 


□ d. 



Le résistor est un corps solide donc l’énergie interne ne dépend que de T et AU = CAT 
ce qui est nul dans le cas présent. Le travail reçu par le résistor est uniquement du travail 
électrique W = EIAt. Puisque AU = O, le premier principe donne Q = -W = -EIAt. On 

, Q EIAt 

en déduit l’entropie échangée avec le thermostat à T : S = — =-. 


La variation d’entropie du résistor est : 

EIAt 


£1 a. A5 = 0 

EIAt 


□ c. AS = 


□ b. AS = - 

□ d. AS = 


T 

PV 


(y-i )T 


ln PV 7 


L'identité thermodynamique pour un corps solide est dS = C—, or ici la température est 
constante donc la variation de S est nulle. 


16 


L’entropie créée est : 


□ a. S c = 0 £)b. S c = -S e 


$c. S c 


EIAt 

T 


□ d. S c 


EIAt 

T 


I L’entropie créée est S c = AS - S e = -S e . L’entropie créée est strictement positive, donc 
la transformation est irréversible. La cause d’irréversibilité est l’effet Joule. 
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24 Changements d’état 
VRAI/FAUX 

| Généralités 

□ V XI F a. Un changement d’état ne peut avoir lieu qu’à pression et température 
constantes. 

Il faut que l’une des variables P ou T soit maintenue constante pour que l’autre le soit aussi. 
Par exemple dans une turbine, un gaz qui se détend peut se condenser en partie (apparition 
de gouttelettes sur les pales de la turbine). 

X) V DF b. Un changement d’état à pression et température constante est réversible. 

Il s’agit effectivement d’une transformation réelle réversible. 

XIV DF c. Le point triple de l’eau est à 0,01 °C. 

Il s’agit du point fixe utilisé pour l’échelle Kelvin. On rappelle que pour un point triple P 
et T sont fixées. La pression pour ce point triple est 6 • 10 2 bar. 

□ V XI F d. Sous pression atmosphérique normale, l’eau peut bouillir à 200 °C. 

I Sous pression atmosphérique normale, l’eau bout à 100 °C, donc on ne peut pas avoir un 
mélange liquide-vapeur ayant une température supérieure à 100 °C. 

XIV DF e. L’eau peut s’évaporer en dessous de 100 °C. 

Si la pression est inférieure à 1,013 bar l’eau se vaporise à une température inférieure 
à 100 °C. Dans le cas de l’atmosphère, c'est la pression partielle en vapeur d’eau qui est 
importante. Lorsque l’air n’est pas sursaturé en eau, l’eau s’évapore à température ambiante 
(c’est pour cela que le linge sèche). 

X) V DF f. En montagne, l’eau bout à plus basse température qu’au niveau de la 
mer. 

I En altitude, la pression est inférieure à celle du niveau de la mer, donc la température 
d’ébullition diminue, 

QCM 

Un calorimètre dont on négligera la valeur en eau, contient /«/ = 100 g d’eau liquide 
à 20 °C. On ajoute une masse m g - 30 g de glace à 0 °C. Quel est l’état final sachant 
qu’on opère à pression atmosphérique normale? On donne les capacités massiques de 
l’eau liquide c/ = 4,2 kJ • kg~ 1 , de la glace c g = 2,1 kJ • kg~ 1 et l’enthalpie de fusion à 
0°C Lf - 333 kJ • kg - *. 

□ a. Tout est liquide à 270 K. XI b- Il y a équilibre à 273 K. 

□ c. Tout est solide à 349 K. XI d- La masse de glace fondue est 25,2 g. 
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On fait l’hypothèse que la glace est entièrement fondue. Le système est la masse /«/ de 
liquide et la masse m g de glace. Le calorimètre est isolé et l’évolution étant isobare AH = 
Q = 0. Comme il n’apparaît que des différences de températures dans les calculs, on 
peut utiliser des températures en degrés Celsius. On note 6 f la température finale et 0/ la 
température initiale du liquide. 


La variation d’enthalpie de /«/ correspond uniquement à une variation de température soit 
AH/ = m/ciidf - 61 ). Pour m g , il y a une fusion totale à 0 °C puis un échaufFement (du 


liquide) jusqu’à 6 f, soit A H CJ 
micfii - mgLf 


irigLf + m g ci( 6 f - 0). Puisque AH = AH / + AH g 


on en 


déduit 9f 


. L’application numérique donne 6 f = -3 °C, ou 270 K. Cette 


{m g + mi)ci 

température est inférieure à 0 °C, donc sous pression atmosphérique normale, l’eau n’est 
pas stable sous forme liquide. Cette solution ne convient pas. 


On aurait pu faire l’hypothèse de tout en glace, il faut dans ce cas refroidir l’eau liquide à 
0 °C, la solidifier et faire varier la température de toute la masse /«/ + m g alors en glace. On 
trouve alors une température supérieure à 0 °C, cette solution ne convient pas non plus. 


Il reste l’équilibre à 0 °C. On suppose qu’une masse m de glace fonde soit A H g = mLf, 
il faut refroidir le liquide à 0 °C soit AH) = m/c/iO - 6 /). La relation AH = 0 donne alors 
m = 25,2 g ce qui est bien inférieur à m g . 


3 


On considère une enceinte indéformable, initialement vide, de volume 1 L, maintenue 
à 325 K. On met dans cette enceinte 1 g d’eau. La pression de vapeur saturante à cette 
température est 0,133 bar. On considérera la vapeur comme un gaz parfait. Constante 
des gaz parfaits : R — 8,31 J • K 1 • moL '. Masse molaire de l’eau M - 18 g. 


□ a. Tout est vaporisé à 1,5 • 10 5 Pa. 


□ b. Tout est liquide. 

$) c. 8,9 • 10“ 2 g de gaz et 0,91 g de liquide. 

$) d. 4,9 • 10 _ 3 mol de gaz et 5 • 10 _ 2 mol de liquide. 


On suppose d’abord que toute l’eau est sous forme de vapeur et on calcule la pres- 

mRT 

sion avec 1 équation des gaz parfaits : P — - en faisant attention aux unîtes soit 

1 x 8,31 x 325 ^ r , . .... . , 

P = ————. On trouve P - 1.5-10 Pa, ce qui est supérieur a la pression de vapeur 

saturante. L’eau ne peut pas être totalement vaporisée. Elle ne peut pas être non plus tota¬ 
lement liquide, car elle occuperait un volume de 1 mL et laisserait le reste du volume vide. 
On a donc un équilibre liquide-vapeur, la vapeur étant à la pression de vapeur saturante. Si 
l’on néglige le volume de l’eau liquide (au maximum 1 mL très petit devant 1 L), on obtient 

, L J J ,,, . J 0,133.10 5 x 0,001 

le nombre de moles de vapeur par 1 équation des gaz parfaits n = -, ce 

8,31 x 325 

qui donne 4,9 • 10 3 mol de vapeur, soit 8,9 • 10 2 g et par différence 0,91 g de liquide 
soit 5 • 10“ 2 mol. 
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fg£ On donne la courbe de saturation pour un mélange liquide-vapeur avec deux isothermes 
Tune à la température triple Tj, l’autre à une température Tm ■ On note L v l’enthalpie 
massique de vaporisation à la température Tm et C/ la capacité thermique massique du 
liquide seul. On considère une masse totale m. 


p \ 


' 

\ 

V- 

M 

'L 

/ 


V 

t t \ 

0 

vV 


On note Ho l’enthalpie au point O. Déterminer l’enthalpie au point M de titre massique 
en vapeur x„. 

$ a. H-Hq + m ( Ci(Tm - Tj) + x v L v ) □ b. H-Hq + m ( C\{Tm - Tj) + L v ) 

□ c. H = Hq + mL v □ d. H = Hq + mx v L v 

L’enthalpie est une fonction d’état, donc on choisit le chemin que l’on veut pour la calculer. 
De O à L, il y a échaufFement du liquide seul donc AHol = >nCi(T M - T r ), puis de L 
à M, il y a vaporisation isotherme isobare d’une quantité mx v , d’où A Hlm = mx 0 L v . Or 
H - Hq + AHol + A Hlm, d’où le résultat a. 


Avec les mêmes hypothèses que la question précédente, déterminer l’entropie S en M. 
On note So l’entropie en O. 

Tm ~ Tt + x v L v 
Tm T m 


lj a. o - o o + 

33 c. S = S o + m\Ci ln + 


Tm + K\ 

□ b. 

T t + T m ) 


Tm x v Lv \ 

~Tt + ~T~m ) 

□ d. 


□ d. S = S o + ni 


Xfj L 


Le raisonnement est le même que pour H. De O à L, il y a échaufFement du liquide seul 
donc l’identité thermodynamique pour un liquide d S = mC/— conduit par intégration 

T 

entre Tj et T m à AS ol — mCi ln —, puis de L à M, il y a vaporisation isobare isotherme 

Tt 

mx„L v 

réversible d’une quantité mx v , d’où AS lm = -• Or A - S o + AS ol + A S lm~ d’où le 

Tm 

résultat c. 


On considère une masse m d’un corps en équilibre liquide-vapeur (fraction massique 
x v de vapeur) à la température 7’|. Ce corps subit une détente isenthalpique jusqu’à 
la température Tq. Déterminer la fraction de vapeur x' v dans l’état final. On note Ci la 
capacité thermique massique du liquide seul et l’enthalpie massique de vaporisation est 
L„ = A - BT où A et Z? sont des constantes. 


□ a. < 

□ c. x'„ = X, 


Xu (A- BTO + QÏT, -T 0 ) , A-BT! 

- □ b. x„ = x„ 


A-BTq 


$ d. x' = 


A-BTq 

x v (A - BTQ + C,(Ti - Tq) 
A-BTo 
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L’enthalpie étant une fonction d’état, on peut choisir le chemin que l’on veut pour aller de 

l’état initial E à l’état final F, en passant par la courbe d’ébullition. De E à L, on assiste à 

une liquéfaction totale de la quantité mx„ à T i donc AHel = —mx v (A - BT]). De L à M, on 

assiste à un refroidissement du liquide seul, soit A Hlm = mCi(To—T i ). Enfin, de M à F, il y 

a vaporisation de la quantité mx' v à la température Tq, soit À Hmf = mx' v (A - BTq). Ainsi, en 

, x v (A - BT) + C[(T] - T() 

écrivant À Hef = AHel + AHlm + AHmf = 0, on trouve x v =---. 

A - BTq 

Une masse m de vapeur juste saturante à la température T est transformée en un mélange 
liquide-vapeur, de fraction massique en liquide x/, à la même température. Déterminer 
la variation d’énergie interne de ce système. On note u/ et v v respectivement les volumes 
massiques du liquide et du gaz saturants seuls, P s la pression de vapeur saturante à T 
et L„ l’enthalpie massique de vaporisation à cette même température. 

$ a. AU = -m(x\L v + P s xi(vi - v„)) □ b. AU = -mx/Lv 

□ c. AU = -m(L v + P s (v, - u v )) □ d. AU = -P s xi(vi - v v ) 

On utilise la relation AU = AH - A(PV). La condensation partielle se fait à pression 
constante P s puisque la température est constante. On a donc condensation d’une masse 

mxi soit AH = -mxiL v . Le volume initial (uniquement du gaz) est V, = mv v , et le volume 

final Vf = mxiVi + >n( 1 - x)v v soit avec A (PV) = P s (Vf - V), on obtient AU = —mxiL v - 
mP s Xi(vi - v„). 

I J Une enceinte indéformable est contact avec un thermostat à température T. Dans cette 
enceinte initialement vide, on injecte une masse m de liquide juste saturant. Le volume 
de l’enceinte est juste suffisant pour que la vaporisation soit complète. On note u/ et v„ 
respectivement les volumes massiques du liquide et du gaz saturants seuls, P s la pres¬ 
sion de vapeur saturante à I et L„ l’enthalpie massique de vaporisation à cette même 
température. Déterminer la chaleur reçue par m. 

□ a. Q = mL v □ b. Q = -mL„ - mP s (vt - v„) 

03 c. Q - mL D + mP s (vi - v„) □ d. Q = 0 

I L’enceinte est indéformable donc le travail reçu est nul, ainsi le premier principe s’écrit 
A U = Q. 

Attention ici, AH + Q car la pression n’est pas constante au cours de la transfor¬ 
mation. 
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L’état initial est au croisement de l’isotherme T et de la courbe d’ébullition soit ( P s , mvi, T), 
l’état final est au croisement de l’isotherme T et de la courbe de rosée soit (P s , mv„, T). On 
calcule AU comme précédemment avec ici AH = mL, puisqu’il s’agit d’une vaporisation 
totale. Le volume initial est ici V, = mvi et le volume final Vf = mv v ce qui donne finalement 
AU = mL v + mP s (ui - v v ), d’où Q. On remarque bien sûr que la variation d’énergie interne 
est la même que si on avait eu une transformation à pression et température constantes, ce 
qui n’est pas le cas pour Q. 


Sur le cas précédent, déterminer l’entropie échangée S e et l’entropie créée S c . 
mL„ _ . _ _ m{L v + P s (vi - v„)) 


□ a . S e = 


□ c. S c = 0 


$b. S e = 
£)d. S c = 


T 

mP s (v v - vi) 


L’entropie échangée avec le thermostat à température constante T est S e 
m(L v + P s (u, - u„)) 


Q 

T 


On calcule la variation d’entropie connaissant l’état initial et l’état 


final (voir question précédente) : il y a vaporisation totale à T soit AS 


mL„ 


On en 


mP s (vi — v„) 

déduit S — AS - S , soit S = ---qui est strictement positive car vi < v v . 


10 


Une masse m de vapeur juste saturante à la température Ti subit une détente adiabatique 
réversible dans une turbine jusqu’à la température 7)> Déterminer la fraction massique 
x V 2 de vapeur dans l’état final. On note L v \ et L v 2 les enthalpies massiques de vaporisation 
aux températures T 1 et 7 2 , et c/ la capacité thermique massique du liquide seul. 


a. 





□ b. X„2 = 


hk. 

Ti L, 


’v2 


n 

□ C. X v2 = — 



T 2 -T A 
Tl ) 


□ d. 




Ti-TA 
Ti I 


Une évolution adiabatique réversible est isentropique. L’entropie étant une fonction d’état, 
on peut choisir le chemin pour aller de l’état initial E à l’état final F, en passant par la 
courbe d’ébullition (on ne passe pas par la courbe de rosée car on ne connaît pas la capacité 
thermique du gaz saturant). 

! P 


' \ 



V 
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De E à L, on assiste à une liquéfaction totale de la quantité m à T\ donc AS el = 


De L à M, on assiste à un refroidissement du liquide seul, soit AS lm = wci ln —. Enfin, de 

T i 

M à E , il y a vaporisation de la quantité mx v 2 à la température T2, soit AS mf = — ' ~ . 

Tl 

T2 ( L 1 T2 \ 

Ainsi, en écrivant AS ef = AS el+AS lm+AS mf = 0, on trouve x V 2 = —— — — c; ln — . 

Lvi\T\ T 1 / 


| Une masse m d’eau liquide juste saturante est dans une enceinte adiabatique fermée par 
un piston en contact avec l’atmosphère à pression Pq. On suppose qu’il n’y a aucune 
vapeur dans l’état initial. On chauffe l’eau avec une résistance R parcourue par une 
intensité I et on néglige la dilatation de l’eau liquide. Déterminer le temps A t nécessaire 
à la vaporisation complète et le travail W reçu par l’eau. On note v/ et v v respectivement 
les volumes massiques du liquide et du gaz saturants seuls, L v l’enthalpie massique de 
vaporisation. 


□ a. A t = 


mP 0 (v v - vi) 


_, . mL v 

$ b. A t = —7 

RI 2 


$ c. W — -mPo(v„ — i>/) □ d. W — mPo(v v - vf) 


La vaporisation a lieu à pression constante Pq (assurée par le piston) et donc à température 
constante. L’eau étant initialement saturante, elle est à la température de vaporisation. Pour 
l’eau, on peut écrire AH - Q - mL v . Puisque les parois sont adiabatiques, la chaleur 

9 mL v 

provient de la résistance (effet Joule) soit Q = RIAt, d’où A t = -—7. Le travail des forces 

de pressions est W = — / PodV soit W = -mPo(v v - vf). On retrouve bien AU = Q + W — 
AH - A (PV). 


25 Machines thermiques 
VRAI/FAUX 

| Généralités 

XIV DL a. Une machine monotherme ne peut pas produire de travail. 

I C’est le théorème de Carnot. La relation de Clausius donne QJT s < 0 où T s est la tempéra¬ 
ture de la source. Donc Q < 0. Le premier principe sur un nombre entier de cycles donne 
AU - 0 = W + Q ; on en déduit W > 0. 

□ V XI F b. Une installation de chauffage est forcément une machine au moins di- 
therme. 

I D’après le raisonnement précédent, pour une machine monotherme Q < 0, donc elle peut 
servir de chauffage. Elle est cependant beaucoup moins performante qu’une pompe à cha¬ 
leur ditherme car son efficacité est 1 . 
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$ V □ F c. Dans une machine frigorifique, le fluide caloporteur est en contact avec 
la source froide lors de l’évaporation. 

I Une machine frigorifique fonctionne de manière à effectuer un transfert de chaleur dans 
le sens opposé au sens spontané, donc de la source froide vers la source chaude. Ainsi le 
fluide caloporteur prend de la chaleur à la source froide grâce à sa vaporisation. 

□ V 09 F d. Pour une pompe à chaleur le système cède de la chaleur à la source 
froide. 

I Une pompe à chaleur fonctionne pour les transferts de chaleur dans le même sens qu’une 
machine frigorifique donc elle reçoit effectivement de la chaleur de la source froide et en 
cède effectivement à la source chaude. 

QCM 

Toutes les machines étudiées fonctionnent de manière cyclique. 

Un système (S ) est en contact avec un thermostat à la température T\ et fonctionne selon 
des cycles. Quelles sont les relations vérifiées par le travail VF reçu par (S ) : 

09 a. VF > 0 09 b. W = -Q 

□ c. VF<0 Dd. W = 0 

Avec le premier principe AU — VF + Q, or le système fonctionne selon des cycles donc sur 

Q 

un nombre entier de cycles AU = 0 et VF = -Q. L’inégalité de Clausius entraîne — < 0 

T i 

donc Q < 0 et VF > 0. 

Un moteur ditherme est en contact avec une source froide à température T y dont il reçoit 
la chaleur <2/ et une source chaude à température Tq dont il reçoit la chaleur Qc. Il 
reçoit un travail VF. Déterminer les réponses justes parmi les propositions suivantes : 

□ a. W > 0 $ b. Q c > 0 

$ c. Q f < 0 □ d. Q c < 0 

I Un moteur fournit du travail à F extérieur donc le travail reçu W est négatif. Il reçoit de 
la chaleur de la source chaude (Q, > 0) et en fournit à la source froide (Qf < 0), avec 
\Qc\ > \Q/\, l a différence étant transformée en travail. 

| Une machine frigorifique ditherme est en contact avec une source froide à température 
Tf dont elle reçoit la chaleur Qf et une source chaude à température Te dont elle re¬ 
çoit la chaleur Qc. Elle reçoit un travail W. Déterminer les réponses justes parmi les 
propositions suivantes : 

□ a. W < 0 09 b. VF > 0 

□ c. Q f <0 03 d. <2c < 0 
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Une machine frigorifique reçoit du travail (en général électrique) pour effectuer un transfert 
de chaleur contraire au transfert spontané, de la source chaude vers la source froide. Elle 
« prend » donc de la chaleur à la source froide pour la transférer à la source chaude. Donc 
W > 0, Qc < 0 et Qf > 0. Ces dernières grandeurs ont les mêmes signes pour une pompe 
à chaleur. 


Une machine frigorifique ditherme fonctionnant selon des cycles est en contact avec une 
source froide à température T f dont elle reçoit la chaleur Qf et une source chaude à 
température Tc dont elle reçoit la chaleur Qc. Elle reçoit un travail W. On note // son 
efficacité. Déterminer les réponses justes parmi les propositions suivantes : 


Qf 

□ a. 1 ;= 1 + ^ 
Qc 

□ c. ij = - ( 1 + 

Qf 


09 b. ij - 


Qc 

1 + — 

Qf 


Qf 

□<,.,=11+^ 


De manière générale le rendement ou l’efficacité sont déterminés par le rapport 


grandeur intéressante 


grandeur onéreuse 


, soit ici rj 


Qf 


w 


Qf 

w 


entier de cycles AU = 0 et AU — W + Qf + Qc d’où rj — — 1 H- 

Qf 


. D’après le premier principe sur un nombre 


Qc 


Pour une pompe à chaleur ditherme, fonctionnant selon des cycles entre une source 
chaude à Tq et une source froide à Tf, l’efficacité vérifie : 

T T 

□ a. 7 / < 1 -- □ b. n <--— 

T c T c -T f 

T T 

a C . rj < — - 1 09 d. 7/ < -— 

l f T c~Tf 


Qc 


W 


Qc 

= puisque Qc < 0 et VP > 0. Le premier 


Pour une pompe à chaleur rj = 
principe s’écrit AU = W + Qf + Qc, or sur un nombre entier de cycles AU = 0, d'où 

/ Q f \ 1 Qc Qf Qf t f 

77 = 1 H-- . Avec la relation de Clausius - 1 -< 0, on démontre 1 H->1-- 

1 l Qc) T c T f Q c T c 

soit 7/ < j 1 - j- 


On considère un moteur ditherme, fonctionnant selon des cycles entre une source chaude 
à Tc et une source froide à Tf. On note S c , l’entropie créée. Le rendement vérifie : 


T f T f 

□ a . 77 = 1-7 f-+S c -f 

Tc Qc 


Tf 

□ b. 77—1 — —— 

Tc 


□ c. rj — 1 


Qf_ 

Qc 


IL 

Qc 


09 d. 77 = 1 


LL 

Tc 


Qc 
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w 


w 

= Sur un nombre entier de cycles, 

Qc 


Pour un moteur, le rendement est /; = . . 

' I Qc\ 

Qf Qc 

AS = 0 avec AS = S e + S c et S e = — H-. D’autre part, sur un nombre entier de cycles 

Tf T c 

Qf 

AU = 0 - W + Qc + Qf. donc 77 = 1 + ——. En combinant ces différentes relations, on 

Qc 

Qf T f T f T f T f T f 

trouve —— =-— S c —- et n — 1--— S c ——, donc 77 < 1- 

Qc T c Qc T c Qc T c 



Une pompe à chaleur ditherme fonctionne suivant des cycles, entre une source froide à 
température constante T 1 et une source chaude de capacité thermique C dont la tempé¬ 
rature T 2 varie de T 2 , à T 2 f. Déterminer le travail minimum à fournir à la pompe. 


Tif 


□ a. W min = -C(T 2f - T 2l ) + CT , ln— ^ □ b. W min = Q 2 -i - 1 


Tu 


Ti 


T 2 


$ c. 


Wmin = C{T 2f - T 2l ) - CT 1 ln ^ 

1 2 i 


□ d. 


Wmin = C(T 2 f - Tu) 



Sur un nombre entier de cycles, le premier principe pour le fluide de la pompe, s’écrit AU = 
W + Q\ + Q 2 . Pour la source (2), le premier principe s’écrit AU 2 = CÇTy - Tu) = -Q 2 ; il 
faut en effet prendre garde aux orientations, car Q 2 est la chaleur fournie par la source à la 
pompe, d’où le signe moins. Le deuxième principe pour la pompe s’écrit AS — 0 = S e +S C 

Tlf 


avec ici S‘‘ = 

Tif 


= G i+ fôQi 

Ti + J T 2 ' 

Tu 


Avec le premier principe appliqué à la source (2), l’intégrale 


'écrit 


——— = -Cln —En éliminant Qi, on trouve W = T\S' + C(T 2 f - Tu) - 

T 2 T 2 , 


TW ^ T2 f 

CT\ ln-. Etant donné que S c > 0, on trouve W ^ C(T 2 / - T 21 ) - CT\ ln - , et donc le 

Tu T 2i 

T U 

travail minimum est obtenu dans le cas réversible et W m j n — C(T 2 f - Tif) - CT\ ln-. 

Tu 



Un moteur fonctionne suivant des cycles entre deux sources de capacités C, la source 
froide (1) a une température initiale T i; et la source chaude (2) a une température initiale 
T 2 i- Quelles sont les relations vérifiées par les températures finales Tf \ et 7/2 ? 


□ a. T fi - T, ,i et Tf 2 = Ta $ b. 7’/] = Tp_ 


□ c. 7/2 < ^JT j\ T a 


$ d. Tp > y/TnTa 


Le système ne peut fonctionner en moteur que si les températures des deux sources sont 
différentes (théorème de Carnot : le moteur monotherme n’existe pas). Dans un moteur 
la source chaude fournit effectivement de la chaleur, donc si elle n’est pas parfaite, sa 
température T 2 diminue. À l’opposé, la source froide reçoit effectivement de la chaleur, 
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Corrigée 



donc si elle n’est pas parfaite, sa température T\ augmente. Dans ce cas le moteur s’arrêtera 
lorsque T \ = T 2 , on note T / cette température commune finale. L’entropie échangée par le 

T f T f 

moteur avec les sources est donc S e — f + f or le premier principe appliqué 

JT 1 J T 2 

Ta Ta 

aux deux sources s’écrit ôQ\ = -CdT\ et ëQi = -Cd'/itvoir les conventions de signes 

„ ( T f T f \ 

dans la question précédente). Par intégration on trouve S = -C ln —— + ln — . Sur un 


on obtient l’inégalité ln 


, T a Tj 2) 

nombre entier de cycles, le deuxième principe s’écrit AS = 0 = S e + S c , donc avec S' > 0, 
T 2 

—-— > 0 ou Tj > \jT, \ Tj 2 . Il y a égalité dans le cas réversible. 
TnTa 


Déterminer le travail maximal que le moteur précédent peut fournir. 
□ a. W max = C ( ^JTn - VLq) $ b. W max = -C ( -^Ta - 

Oc. W max --C {Ta-Tj 1 ) Od. W max = C (T i2 - Tu) 


Le moteur fournira un travail maximum s’il fonctio nne de manière réversible. Dans ce 
cas, d’après la question précédente Tf — a J TnTa . Si on applique le premier principe 
sur un nombre entier de cycles AU = 0 = W max + Qi + Q 2 , or Q\ = -C(Tf - Tu) et 
Q 2 = -C(Tf - Ta) (pour les signes, on rappelle que l’orientation est « récepteur » pour le 
moteur et non pour les sources). On a donc : 

Wmax = -01 - 02 = -C (-277 + Ta + Ta) = -C ( - Æf ■ 



Les questions suivantes étudient le fonctionnement d’une turbine fonctionnant 
suivant un cycle diphasé liquide-vapeur de Rankine décrit sur le diagramme de 
Clapeyron ci-dessus. Le cycle est ditherme entre une source froide à Tf - 35 °C 
et une source chaude à T c = 285 °C. On rappelle que pour un fluide en écou¬ 
lement le premier principe s’écrit A H = W ut u e + Q. La courbe de saturation est 
représentée en pointillé. 
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Corrigés 


Dans toute l’étude on raisonnera sur une masse m = 1 kg. On rappelle que 
l’entropie massique d’un mélange diphasé est donnée par l’expression S = 
ci ln T + xL v (T)/T + cte, où c/ = 4,18 J • K -1 kg - 1 est la capacité thermique mas¬ 
sique du liquide saturant ou non, x la fraction massique de vapeur et L V {T), l’en- 
thalpie massique de vaporisation à la température T avec L V (Tf) = 2415 kJ • kg~ 1 
et L V (T C ) - 1508 kJ • kg -1 . 


11 


En D , la vapeur est saturante seule. La détente DE est adiabatique réversible. Déterminer 
le titre massique xe en vapeur en E. 


□ a. x 


C, L v {T f ) 



$ b. 


X = 


Tf 

L v {T f ) 



Ly(T c ) \ 

T c ) 


□ c. x = 0,317 $ d. x — 0,661 


La détente est adiabatique réversible donc isentropique et AS de = 0. On utilise l’ex¬ 
pression de S donnée dans l’énoncé soit pour D , avec x/> = 1 Sd = c/ln'/', + 
L V (T C )/T C + cte et S e = <7 In T f + xL v (Tf)/Tf + cte. L’égalité Sd = Se entraîne x = 


Tf 

L„(T f ) 



Ly(Tç) 

T c 


j. L’application numérique donne x = 0,661. 



Attention à prendre les températures en Kelvin. 


12 


On suppose que la compression AB est adiabatique. Déterminer les travaux utiles W A 
et Wde reçus par le système dans les transformations AB et DE. 

71a. W AR = 0 □ b. W AB = 1045 kJ.kg^ 1 


□ c. W DE = 954kJ.kg 1 $) d. Wde = -956kJ.kg 1 


On applique le premier principe pour un fluide en écoulement AH = W u ,u e + Q avec dans 
les deux cas des transformations adiabatiques donc Q = 0. Pour la transformation AB, 
qui est de plus isotherme A Hab = Q(T f - Tf) — 0 donc Wab = 0. Ce résultat peut 
paraître paradoxal, comprimer de l’eau sans fournir de travail : cela est dû au fait que 
l’on néglige la variation de volume du liquide. Pour l’autre transformation il faut exprimer 
He et ///). Le raisonnement a été fait dans le chapitre 24 : H e - Ha + xL v (Tf) et H d = 
Ha+c/(T c -T f)+L„(T c ) donc Wde = xL„(Tf)-c/(T c -Tf)-L„(T c ). L’application numérique 
donne - 956 kJ • kg~ 1 . 


13 


La transformation BD a lieu dans une chaudière sans pièces mobiles. De même, dans le 
condenseur EA il n’y a aucune pièce mobile. Déterminer les chaleurs Q c et Qf reçues 
par le système respectivement de la source chaude et de la source froide. 

$ a. Q c = 2553 kJ.kg^ 1 □ b. Q c = -2553 kJ.kg^ 1 

7 c. Q f = -1597 kJ.kg^ 1 ad. Q f = 1597 kJ.kg^ 1 
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Corrigée 




Le contact avec la source chaude a lieu dans la chaudière (transformation BD). Il n’y a 
pas de pièces mobiles donc W ut iie = 0. Ainsi on a A Hbd = Qc> avec AU ne = c/(T c — Tf) 
et AHçd = L V (T C ) soit numériquement Q, — 2553 kJ.kg Pour EA, il n’y a pas non 
plus de pièces mobiles donc A Hea = Qf et A Hea = ~xL v (Tf) soit numériquement Qf = 
-1597 kJ.kg- 1 . 


14 


Déterminer le rendement r\ de la machine thermique ainsi que le rendement de Carnot 
T] c correspondant. 


a. 77 = 0,424 □ b. 77 = 0,596 

c. rj c = 0,448 □ d. r/ c = 0,714 


Il s’agit d’une machine génératrice donc /; =-, 

Q.c 

un moteur de Carnot réversible AU = 0 = W + Q c + 
et rj c = 0,448. 


soit numériquement r\ - 0,424. Pour 

Qf Q c T r 

Q f et = 0 soit t; c = 1 - -f 

1 / 1 c le 



Attention à prendre les températures en Kelvin. 


On trouve que 77 < t] c ce qui est attendu. 


15 


Déterminer la ou les transformations non réversibles dans le cycle : 

□ a. compression AB $ b. chauffage BC 

□ c. vaporisation CD □ d. condensation EA 


L’évaporation CD et la condensation EA ont lieu à températures et pressions constantes : 
elles sont réversibles. Par hypothèse, la détente DE est isentropique donc adiabatique ré¬ 
versible. La compression AB est supposée adiabatique donc l’entropie échangée est nulle et 

Tfi na i 

pour un liquide incompressible AS = ci ln —-donc ici AS - 0 et donc l’entropie créée 

T initial 

est aussi nulle. La seule transformation non réversible est réchauffement du liquide BC. 
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Distributions 

de charges - Champ 

électrostatique 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Les différentes ré partitions de charges (volumique, surfacique, linéique). 

• La loi de Coulomb. 

• Les propriétés de symétrie et leur utilisation pour la détermination du champ. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Invariances et symétries 


□ V DF a. Le champ électrique créé par une distribution de charges possède 
les mêmes propriétés d’invariance et de symétrie que les charges. 


□ V DF b. En tout point d’un plan de symétrie d’une distribution de charges, 
le champ électrique est perpendiculaire à ce plan. 


□ V DF c. Une distribution de charges possédant un plan d’antisymétrie est 
forcément neutre électriquement. 


□ V DF d. Le champ électrique créé par un système neutre électriquement 
est nul en tout point de l’espace. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
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26 Distributions de charges.. 


Enoncés 


Soit une distribution volumique de charges composée d’une charge ponctuelle 

q = e située au point O et d’une densité volumique dépendant de la distance r 

e ! r \ 

au point O : p(r) =-- exp — , e étant la charge élémentaire et a une 

4 nar- \ a) 

constante positive. Déterminer la charge dq comprise entre deux sphères de 
rayons r et r + dr. 

6 ( v \ er ( v\ 

□ a. dq- -exp -- ' dr □ b. dq = - — exp — 

3 a \ a) 3a V a / 


□ c. dq = --exp\--)dr 
a \ a) 


_ , , er ( r 

□ d. dq = -exp — 

a \ a 


Déterminer la charge totale Q de la distribution décrite à la question 2. 

□ a. Q = e □ b. Q = 2e □ c. Q = -e ÜSA.Q = Q 

^ Soit une boule de centre O , de rayon R. chargée en volume avec une densité 
volumique uniforme po pour x > 0 et une densité volumique uniforme -po pour 
x < 0. Étudier les symétries de cette distribution. 

□ a. xOz est plan de symétrie. H b. xüz est plan d’antisymétrie. 

□ c. yOz est plan de symétrie. □ d. ljOz est plan d’antisymétric. 

Déterminer la direction du champ électrique créé par la distribution de la ques¬ 
tion 4 au centre de la boule. 

□ a. E(O) est parallèle à Ox. □ b. E (O) est parallèle à Oy. 

□ c. E ( O ) est parallèle à Oz■ □ d. E ( O ) est nul. 

3| Soit une distribution surfacique de charges telle que le plan y = a porte une den¬ 
sité uniforme rr (l et le plan y = -a une densité uniforme -cr 0 . Déterminer la di¬ 
rection du champ électrique au point M de coordonnées (x = a, y = 0, z = -a). 

□ a . E ( M ) est parallèle à Ox. □ b. E ( M ) est parallèle à Oy. 

□ c. E ( M ) est parallèle à Oz. □ d. E ( M ) est nul. 

Déterminer les plans de symétrie pour la distribution de charges constituée d’un 
anneau circulaire de centre O et de rayon R dans le plan xOy. portant une densité 
linéique uniforme Ao > 0. En déduire la direction du champ électrique en tout 
point M de l’axe Oz. 

□ a. E (M) est parallèle à Ox. □ b. E ( M ) est parallèle à Oy. 

□ c. E ( M ) est parallèle à Oz. □ d. E ( M ) est nul. 


Enoncée 


Distributions de charges.. 



Déterminer la norme du champ électrique créé par l’anneau décrit à la question 
précédente en un point de l’axe de l’anneau situé à une distance D du plan de 
l’anneau. 


□ a. 

□ c. 



dp R 

2eq (R 2 + D 2 ) 
dp D 

2 e 0 (R 2 + D 2 ) 


□ b. p| 

□ d. p 


À 0 RD 

2 e 0 ( R 2 + D 2 Ÿ' 2 
dp 

2e 0 VÆ 2 + D 2 



Soit un disque de rayon R uniformément chargé en surface avec la densité uni¬ 
forme cto > 0. On considère ce disque comme une juxtaposition de rubans cir¬ 
culaires de centre O , de rayon r e [0, R] et de largeur dr. Déterminer le lien entre 
la densité linéique équivalente do portée par le ruban de rayon r et cr 0 . 


□ a. 



□ c. cr o — do dr 


□ b. 

□ d. 


d 0 

°" 0 2n dr 

cr p = 2nA()dr 


10 


Déduire des questions 8 et 9 la norme du champ électrique en un point de l’axe 
du disque situé à une distance D du plan du disque. 


□ a. lis 

□ c. p 


cr qD 

□ b. 

E 


2e 0 V/? 2 + D 2 


2 £o \ 

cr o/? 

□ d. 

~E 

cr 0 R 

2e 0 VÆ 2 + D 2 


2 eqD 


y/R 2 + D 2 1 


11 


À partir du résultat de la question 10 déterminer la norme du champ électrique en 
un point situé à une distance D d’un plan infini uniformément chargé en surface 
avec une densité cr o > 0. 


□ a. 



□ c. 



cr o 

□ b. p 

g cr o 

4e q 

3e 0 

cro 

□ d. p 

j? = 

2 eq 


£ 0 


12 


Déterminer en tout point de l’axe 0.x la direction du champ créé par un fil infini 
confondu avec l’axe Oz portant une densité linéique uniforme do- 


□ a. E ( O ) est parallèle à Ox. 

□ c. E ( O ) est parallèle à Oz. 


□ b. E ( O ) est parallèle à Oy. 

□ d. E{0) est nul. 


Enoncée 


20 Distributions de charges... 


Déterminer en tout point de l’axe Ox la norme du champ créé par un fil infini 
confondu avec l’axe Oz portant une densité linéique uniforme Aq. 



□ a. 


E 


2 V27TÊ0 \x\ 


4tT£ 0 \x\ 



Déterminer en tout point de l’axe O y la direction du champ créé par un fil infini 
confondu avec l’axe Oz portant une densité linéique do pour z > 0 et -A o pour 

Z < 0. 

□ a. E (O) est parallèle à Ox. □ b. E(0) est parallèle à O y. 

□ c. E(0) est parallèle à Oz. □ d. E{0) est nul. 

Déterminer en tout point de l’axe Oy la norme du champ créé par un fil infini 

confondu avec l’axe Oz portant une densité linéique do pour z > 0 et -do pour 

z < 0. 


□ a. 


E 





Voir corrigés page 294 
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Flux et circulation du 
champ électrostatique 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Le potentiel électrostatique. 

• Le théorème de Gauss. 

• Leur application à la détermination du champ électrostatique. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 


1 


Propriétés du champ électrostatique 


□ V DF a. La circulation du champ électrostatique ne dépend pas du chemin 
suivi entre deux points. 


□ V DF b. Si on connaît l’expression du potentiel V(z) en tout point de 
l’axe Oz, on peut en déduire le vecteur champ électrique en tout point de cet axe. 

□ V DF c. Le flux du vecteur E à travers une surface fermée ne dépend que 
de la charge totale contenue à l’intérieur de cette surface, indépendamment de la 
position des charges. 


□ V DF d. Si une distribution de charges est à symétrie sphérique de 
centre O, on peut calculer le champ E en tout point de l’espace comme si les 
charges étaient rassemblées au centre. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
On choisira à chaque fois que c’est possible le potentiel nul à l’infini. 
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Flux et circulation du champ électrostatique 


On considère une distribution de charges constituée d’un anneau circulaire de 
centre O et de rayon R dans le plan xOy, portant une charge totale Q répartie de 
façon uniforme. Déterminer le potentiel électrique au point M sur l’axe Oz. 

W ri T 7/ a Æ\ *oR 


□ a. V{M) = 

□ c. V(M) = 


2eo Zm 
A 0 R 


2 fi 0 yf- 


□ b. V{M) = 

□ d. V(M) = 


z m + r2 


2eo \zm\ 

AqR 2 

2 £ 0 (z 2 m +R 2 ) 


Peut-on déduire de la question précédente que le champ électrique sur l’axe Oz 
est colinéaire à Oz? Utiliser le potentiel pour déterminer la norme du champ. 

□ a. Oui. □ b. Non. 


□ c 


• P 


do R 
2sqZ 2 


□ d. 


AoRlzl 


M 


0/2 


2fio {z 2 + R 2 Y 

Q On considère une distribution de charges constituée d’un disque de centre O et de 
rayon R dans le plan xOy, portant une charge totale Q répartie uniformément sur 
la surface du disque. Déterminer le potentiel électrique au point M sur l’axe Oz- 

□ a. V {M) = — P— □ b. V(M) = Q 


□ c. V{M) = 


AtteqOM 

Q 


□ d. V{M) = 


&7t£oOM 

Q ( VOM 2 + R 2 - OM ) 


4^£ 0 VOM 2 + R 2 ' ’ " ^ 2nR 2 £ 0 

Déterminer la composante E- du champ créé sur l’axe du disque de la question 
précédente, au point de coordonnées (0,0, R). 

Q , Q 


□ a. E- = , 

" 4 7T£ 0 R 2 

n F _ Q 

C ‘ z 2nR 2 £o 


a b. e z = 


2 V2 keqR 2 

Q 


° d ‘ Ez 2 jtR 2 £{) 


1 


1 

H 


Une sphère creuse de centre O et de rayon R est uniformément chargée en surface 
avec la densité ctq > 0. Déterminer en tout point M de l’espace tel que OM = r 
la direction du champ électrique et en déduire la surface à choisir pour appliquer 
le théorème de Gauss. 

□ a. E est tangent à la sphère de centre O et de rayon r. 

□ b. E est perpendiculaire à la sphère de centre O et de rayon r. 

□ c. La surface de Gauss est une sphère de centre O et de rayon r. 

□ d. La surface de Gauss est une sphère de centre O et de rayon R. 



Enoncée 


Flux et circulation du champ électrostatiq 


Déterminer pour la distribution précédente la norme du champ électrique à l’in¬ 
térieur (Ej nt ) et à l’extérieur (E ext ) de la sphère. 


□ a. Ej„, = 0 


v o 


cri) 


□ b. E int = — 


□ c. E PY , = — □ d. E ext = 


£o 7 

o-qR 2 


£o Eor- 

Une boule de centre O et de rayon R est uniformément chargée en volume. La 
charge totale est égale à Q. Déterminer en fonction de r = OM la norme du 
champ électrique à l’intérieur ( E mt ) et à l’extérieur (E ext ) de la boule. 

Q r Q 


n a. E int — 
O c. E eX [ — 


47 T£qR 2 

Q 


d b. Ei nt — 
d d. E ex t = 


47 T£ o ?' 2 

Q 


47TEor 2 AlT£ qR 2 

Déterminer pour la distribution précédente le potentiel électrique en tout point 
de l’espace. 

Qr 2 „ 30 Qr 2 


^ a. Vint — 


n c. v ext = 


&7T£qR 3 

Q 


□ b. V int = 

□ d. Vex = 


87T£oR 

Q 


87 T£qR 3 


47T£o?' 47T£o?' 

L’axe Oz est supposé uniformément chargé avec la densité linéique Aq. Détermi¬ 
ner en tout point de l’espace la direction du champ électrique. 

□ a. E est parallèle à Oz- □ b. E est radial. 

□ c. E est orthoradial. □ d. On ne peut pas prévoir la direction de E. 

Déterminer avec les hypothèses de la question 10 la norme du champ électrique 
et le potentiel en tout point M de l’espace situé à une distance r de l’axe Oz■ On 
notera Vq la valeur du potentiel à une distance Rq de l’axe. 


□ a. 


□ c. V = 


= |Aq| 

27T£(p' 

t—— ln(—) + V(t 

Z7T£o \ r 


□ b. 


Mol 

47T£or 


□ d. V = lnf— l + Lo 

4tt£ 0 \R 1 


Des charges sont uniformément réparties sur tout le plan xOy avec une densité 
surfacique rr (l . Déterminer la direction du champ électrique en tout point de l’es¬ 
pace. 


□ a. E est parallèle à Ox. 

□ c. E est parallèle à Oz- 


□ b. E est parallèle à Oij. 

□ d. E est parallèle à OM. 
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Flux et circulation du champ électrostatique 


Déterminer la norme du champ électrique créé par la distribution de la ques¬ 
tion 12 en tout point de l’espace. 


□ a. 

□ c. 


kol 

□ b. pli = 

kol 

£o 

il il 

2e 0 

ko! 

□ d. p = 

kol 

4e 0 

6e 0 


Déterminer le potentiel électrique créé par la distribution de la question 12 en 
tout point de l’espace en prenant comme convention V = 0 sur le plan xOy. 


□ a. V = - 

□ c. V = - 


o~okl 
2 £o 
o- o kl 


4e 0 

Voir corrigés page 300 


Db. V = 
□ d. V = 


o~okl 
2e 0 
o~o kl 
4eo 
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Mouvements 
de particules chargées 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Trajectoire d’une particule chargée dans un champ électrique uniforme. 

• Trajectoire d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme. 

• L’effet Hall (PTSI). 

• Le calcul de résistance d’un conducteur (PTSI). 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Généralités 


□ V DF a. Une particule chargée peut augmenter sa vitesse grâce à un 
champ magnétique uniforme. 


□ V DF b. Dans un champ électrique uniforme, la trajectoire d’une particule 
chargée est circulaire. 


□ V DF c. Dans un champ électrique uniforme, la trajectoire d’une particule 
peut être rectiligne. 

□ V DF d. Dans un champ magnétique uniforme, la trajectoire d’une parti¬ 
cule peut être rectiligne. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 
Dans tout le chapitre on néglige la force de pesanteur. 

Les questions 10, 11 et 12 sont uniquement au programme de PTSI. 
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On considère une zone de l’espace de longueur L = OS plongée dans un champ 


électrique uniforme E = Eu y , avec E > 0. Une particule de charge q > 0 et 
masse m pénètre dans la zone en O avec une vitesse vq = üqu x . Déterminer la 
position de I, et la vitesse de la particule en ce point. 



_ . EL 

□ a. qj =- 

mv o 


□ c. yi = 


EL 1 
2m v 2 


□ b. ÿj = 


qEL 
mv o 


□ d. y / 


qEL 2 
2mvZ 



Pour continuer le problème précédent, on note D la distance S O' entre la zone où 
règne le champ électrique et le plan où l’on détecte la particule en M. Le champ 
électrique est supposé nul après I. Déterminer tan 0 sachant que le segment JI 
est tangent à la trajectoire en I et déterminer la distance Y = O'M. 

qEL qEL 

□ a. tan G = —- □ b. tan 6 - - - 

mv z 0 2m ui 


Oc. F- 


qE(L + D) 2 
2 mv^ 


□ d. f = i|+ d) 2LL 

- z / mv^ 


Une particule de charge q > 0 et masse m, située à l’origine O , a une vitesse ini¬ 
tiale v { ) dans le plan xOz, faisant un angle a avec Ox. Il règne dans cet espace un 
champ magnétique B = Bu- uniforme. On pose oj c - qB/m. Écrire les équations 
différentielles du mouvement projetées sur les axes. 


mx = 0 

( mx = 0 

o 

il 

S 

□ b. < mÿ = -qBv o sin a 

mi = qvB 

f mi - 0 

mx = qBij 

t mx = 0 

mÿ =-qBx 

□ d. < mÿ = 0 

mi - 0 

{mz = qB 
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Établir une équation différentielle uniquement pour x et une autre uniquement 
pour y. 

□ a. x - or c x = 0 □ b. x + cû 2 c x = 0 

□ c. ÿ + a> 2 y = -vqco c cos a □ d. ÿ + co 2 y = 0 


Déterminer l’équation de la trajectoire projetée dans le plan xOy. 

_ vç, cos a vq cos a . 

□ a. x =-cos ü) c t D b. a =-sin co c t 


(O r 


(O r 


_ Vq COS CT , _ , Do cos a 

□ c . y = -(cos co c t - 1) □ d . y = -cos co c t 


(O r 


(O r 


Une particule de charge q > 0 et masse m, située à l’origine O, a une vitesse 
initiale vq selon Oz- Il règne dans cet espace un champ électrique E = Eu x , 
uniforme et un champ magnétique B = Bu x uniforme. On pose oo c — qB/m. 
Écrire les équations différentielles du mouvement projetées sur les axes. 


mx ~ qE 

( mx = q(E + B) 

3 

II 

>£> 

<N- 

□ b. < mÿ = 0 

m'i = -qÿB 

f m'i = 0 

mx = qE 

t mx = q(E + Do B) 

mÿ = qv()B 

□ d. | mÿ = 0 

m'i = 0 

( m'i = 0 



On veut résoudre le système formé des équations en r/ et z par les complexes. On 
pose C - y + iz■ Déterminer l’équation différentielle en C. 

O a. C + ico c C_ = 0 □ b. C - ioj r C_ = 0 

n c. C - (o c C = 0 n d. ç = o 



Déterminer les équations paramétriques du mouvement de la particule. 


□ a. 


x - qEt 2 /2m 
- y = Do(l _ cos (o c t)/(o c 
Z = -dq (sin (o c t)/(o c 


( 


□ b. 


x - qEt 2 /2m 
y - Do(cos co c t - 1 )/(o c 
Z = -Dofsin (o c t)/a> c 


□ c. 


x = qEt 2 /2m 
< y = do (sin (o c t)/a> c 
z = Dq(COS (O c t - 1 )/(O c 


□ d. 


x - qEt 2 /2m 
• y = Do(l - cos co c t)/(o c 
Z = dq (sin (o c t)/oo c 
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10 


Une plaquette contenant n porteurs de charge libre par unité de volume de charge 
q > 0 est soumise à un champ magnétique uniforme B = Bu z . La plaquette est 
aussi branchée sur une f.e.m. E constante. On note I l’intensité circulant dans la 
plaquette en régime permanent. Les différentes autres grandeurs utiles sont dé¬ 
finies sur le schéma. Déterminer le champ électrique E h (champ de Hall) appa¬ 
raissant selon Oij en régime permanent ainsi que la tension Vue correspondante. 



nqa nqa 


11 


Deux conducteurs cylindriques de rayons respectifs r\ et ri > r\, de hauteur 
h, sont séparés par un milieu de conductivité y. On suppose les effets de bord 
négligeables. Déterminer la résistance R entre les deux cylindres. 


1 ri - n 
□ m R = -^— I 
y 2nr\h 

1 


□ b. R = 


1 


■ln — 

2 nhy r\ 


□ c. R = 


2nhy r\ 


r? _ 1 ri - ri 

ln— Bd. R = -- 


y 2 m '2 h 


12 


On considère le conducteur de la figure, de conductivité y. On néglige l’épaisseur 
de la coupure entre A et B : les lignes de courants sont des cercles concentriques 
de centre O (j = j(r)ïig). Déterminer la conductance entre les faces A et B. On 
néglige tout effet de bord. 



ye b 

□ a. G = Y — ln - 


2/r 


a 


ye b 

□ c. G = -J- ln- 

2n a 


□ b. 

□ d. 


G = y 


G - y 


e(b - a ) 
2 na 

e{b - à) 
2 nb 


Voir corrigés page 306 
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29 


Champ 

magnétostatique 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Le champ magnétostatique. 

• Les propriétés de symétrie. 

• La loi de Biot et Savait. 

• Le théorème d’Ampère. 


Consignes 


Vrai/Faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est exacte ou non, en 
rédigeant une courte explication. 



Symétries 


□ V DF a. Une spire circulaire de courant comporte une infinité de plans de 
symétrie. 

□ V DF b. Un plan de symétrie des courants est plan d’antisymétrie du 
champ magnétique. 


□ V DF c. Le champ magnétique est perpendiculaire aux plans de symétrie 
d’une distribution de courants. 



Flux et circulation 


□ V DF a. Le flux du champ magnétique à travers une surface fermée est 
égal à la somme algébrique des courants intérieurs multipliée par p 0 . 


□ V DF b. La circulation du champ magnétique le long d’un contour fermé 
est égale à la somme algébrique des courants traversant le contour multipliée 
par no- 
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Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



On considère une spire circulaire d’axe Oz parcourue par un courant d’inten¬ 
sité I. Étudier les symétries de la distribution de courant et en déduire la direction 
du champ magnétique sur l’axe de la spire. 


□ a. xOz est plan de symétrie. Ob. yOz est plan d’antisymétrie. 


□ c. B est parallèle à Oz. 


□ d. B est perpendiculaire à Oz. 


^ Calculer la norme du champ magnétique sur l’axe d’une spire circulaire de 
rayon R , parcourue par un courant d’intensité /, à une distance D du centre de la 
spire. 


□ a. 


□ c. 


B 


B 


Po DI 


2 ( R 2 + D 2 ) 
RqRI 

2 ( R 2 + D 2 ) 


□ b. 


□ d. 


B 


B 


Po ID 1 


3/2 


2 (R 2 + D 2 ) 
RqIR 2 

2 (R 2 + D 2 ) 312 


5 


Soit un segment de conducteur filiforme de longueur L, colinéaire à l’axe Oz, 
parcouru par un courant d’intensité I. Déterminer la direction du champ magné¬ 
tique au point M du plan médiateur du segment. 


□ a. B est radial. 


□ b. B est orthoradial. 


□ c. B est parallèle à Oz. O d. On ne peut pas prévoir la direction de B. 


Déterminer pour la distribution de courants de la question 7 la norme du champ 
magnétique au point M du plan médiateur à une distance D du segment. 

Bol L ^ „ Po7 L 


□ a. Ba = 


2nD V4D 2 + L 2 


□ b. B g = 


2nD VD 2 + L 2 


□ c. B e 


2 nD 


□ d. Bg 


Po IL 
2nD 2 
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Enoncée 


29 Champ magr\étostatic\ue 


[ J On considère un fil infini colinéaire à l’axe Oz, parcouru par un courant d’in¬ 
tensité I orienté dans le même sens que l’axe. On souhaite déterminer le champ 
magnétique en tout point M du plan xOy. Quel contour est-il judicieux d’utiliser 
pour appliquer le théorème d'Ampère ? 

□ a. carré de centre O et de côté égal à OM 

□ b. carré de centre O et de côté égal à 2 OM 

□ c. cercle de centre O et de rayon égal à OM 

□ d. cercle de centre O et de rayon égal à 2 OM 



Déterminer la norme du champ magnétique créé en M par le conducteur de la 
question 9. 


□ a. 

□ c. 



PO 1 

□ b. 

fi 

Pol 

2 OM 2 

2n OM 2 

Po I 

□ d. 

fi 

Pol 

2 OM 

~ 2nOM 


Voir corrigés page 312 























Dipôles (MPSI) 


30 


Thèmes abordés 


Avec ce questionnaire, vous évaluez vos connaissances sur les sujets suivants : 

• Le dipôle électrostatique, le moment dipolaire électrique. 

• Le champ et le potentiel créés. 

• Les actions subies. 


Consignes 


QCM 

Il peut y avoir, pour certaines questions, deux propositions exactes. 



Soit un doublet constitué d’une charge positive q située au point P de coordon¬ 
nées cartésiennes (0,0, a) et d’une charge -q située au point N de coordonnées 
(0,0, -a). Définir le moment dipolaire p de cette distribution. 


□ a. ~p ~ qPN □ b. ~p = 2qPN 

□ c . ~p - qNP □ d. ~p = 2 qNP 



Déterminer pour un point M tel que OM » a le potentiel électrostatique créé 
par un dipôle situé au point O , de moment dipolaire "p, en fonction de p = ||~p ||, 

r = OM et 6 = (~p, Om\ 


□ a. V 

□ c. V 


p cos 6 
4/T£(p' 
p cos 8 
4/T£(p' 2 


□ b. V 

□ d. V 


p sin 8 
47T£o?' 
psint? 
47T£or 2 
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Déterminer pour le dipôle 
sur le vecteur unitaire u r = 


de la question 
ÔM 
r 


2 la composante du champ électrique 


□ a. E r 


p cos G 
47T£(p' 2 


□ b. E r 


p cos G 
27T£(p' 2 


n C. Ey 


p cos G 
47T£or 3 


□ d. Ey 


p cos G 

InEQt 3 


Déterminer pour le dipôle de la question 2 la composante du champ électrique 
sur le vecteur unitaire ug des coordonnées sphériques. 


Rappel 

ug est dans le plan méridien contenant l’axe Oz et le point M. Il est orthogonal à 
u r et est orienté suivant les angles 6 croissants. 


p cos G 
47T£or 3 

p sin G 
4^£or 3 


Déterminer la norme du champ électrostatique à grande distance sur l’axe Oz et 
sur le plan xOy. 


□ a. 

p cos G 
° Ansor 2 

□ b. 

□ c. 

E P sin6> 

H 4nsor 2 

□ d. 


□ a. sur Oz ||ï?|| : 

□ c. sur xOy ||ls|| 


□ b. sur Oz 


47T£or 3 

= —-—: n d. sur xOy ||£ 

47T£ 0 r 3 II 


2/T£o t 3 

p 


2:TEor 3 


Approfondissement. Déterminer les actions subies par un dipôle de moment 
dipolaire p dans un champ extérieur uniforme E ext . 

□ a. F = pE ext □ b. F = 0 


□ c. r 0 = p a E ext □ d. r Q = E ext Ap 
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Approfondissement. Déterminer l’énergie potentielle E d’un dipôle de moment 
dipolaire ~p dans un champ extérieur uniforme E ext et en déduire la position 
d’équilibre stable du dipôle. 


nia . E = p.E ext 
Hb. E = —~p Te ( , xt 

□ c. dipôle aligné sur les lignes de champ, dans le sens du champ. 

□ d. dipôle aligné sur les lignes de champ, dans le sens opposé au champ. 



Déterminer le moment dipolaire de la distribution constituée d’une charge 2q au 
point origine O, et de deux charges - q aux points A{a, 0,0) et B{-a, 0,0) en 
coordonnées cartésiennes. 


□ a. p = 2qau x □ b. p - -2qau x 

□ c. ~p - 4qoül □ d. ~p = 0 



Déterminer pour un point M de coordonnées (x, 0,0) le potentiel électrostatique 

créé par la distribution de la question 8 à grande distance. On gardera le premier 

x 

terme non nul du développement en -. 

a 


□ a. 

□ c. 


V(M) - 
V(M) - 


-2 qa 2 
4nEox 3 
-2 qa 2 
47T£oX 2 


□ b. 

□ d. 


V{M) ^ 
V(M) a 


2 qa 2 
47T£0-X 3 
2 qa 2 
Akeqx 2 


Voir corrigés page 315 
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l Corrigée 


26 Distributions de charges - Champ électrostatique 
VRAI/FAUX 

Invariances et symétries 

^1 V DF a. Le champ électrique créé par une distribution de charges possède les 
mêmes propriétés d’invariance et de symétrie que les charges. 

C’est le principe de Curie. 

□ V XI F b. En tout point d’un plan de symétrie d’une distribution de charges, le 
champ électrique est perpendiculaire à ce plan. 

I Le champ électrique est perpendiculaire aux plans d’antisymétrie et tangent aux plans de 
symétrie de la distribution des charges. 

XI V DF c. Une distribution de charges possédant un plan d’antisymétrie est forcé¬ 
ment neutre électriquement. 

I C’est vrai, puisque pour chaque charge de la distribution existe la charge opposée de l’autre 
côté du plan d’antisymétrie. En sommant toutes les charges, le résultat est une charge totale 
nulle. 

□ V XI F d. Le champ électrique créé par un système neutre électriquement est nul 
en tout point de l’espace. 

Il est très facile de trouver un contre-exemple : soient deux charges ponctuelles opposées. 
Au milieu les champs électriques créés par chacune d’elles sont identiques et donc se 
renforcent au lieu de se compenser. 



QCM 


U || Soit une distribution volumique de charges composée d’une charge ponctuelle q - e 
située au point O et d’une densité volumique dépendant de la distance r au point O : 

p(r) =-- exp(—), e étant la charge élémentaire et a une constante positive. Dé- 

4-7Tar- \ al 

terminer la charge dq comprise entre deux sphères de rayons r et r + dr. 

e ( r \ er ( r \ 

□ a. dq = exp — ] dr □ b. dq = exp — 

3 a \ a) 3 a \ a) 

c ( r \ er ( r\ 

XI C. dq = — exp — )dr □ d. dq = - exp — 

a V al a V al 


Le volume compris entre les deux sphères de rayons r et r + dr est égal à 4 nr 2 dr (surface 
de la sphère de rayon r multipliée par l’épaisseur dr). La charge correspondante est dq = 

p(r)Axr~dr = _^±ex,U donc d q = -1 exp U)dr. 

4nar z \ a) a \ a) 
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Corrigés 



Déterminer la charge totale Q de la distribution décrite à la question 2. 


□ a. Q = e □ b. Q — 2e □ c. Q — -e $ d. Q = 0 


Pour obtenir la charge totale il faut intégrer le résultat précédent sur tout l’espace 


oublier la charge ponctuelle à l’origine : Q - e + 


/-r xp (-;) 


dr d’où Q 


e. exp 


( r Yl 00 

\ al Jo 


= e + 0- e = 0. 


sans 

e + 


] Soit une boule de centre O, de rayon R, chargée en volume avec une densité volumique 
uniforme po pour x > 0 et une densité volumique uniforme -po pour x < 0 . Étudier les 
symétries de cette distribution. 

$ a. xOz est plan de symétrie. □ b. xOz est plan d’antisymétrie. 

□ c. yOz est plan de symétrie. ^ d. yOz est plan d’antisymétrie. 


I Le plan d’équation .r = 0 est plan d’antisymétrie pour la boule : il s’agit du plan yOz. Par 
ailleurs tout plan contenant l’axe Ox est plan de symétrie, donc en particulier le plan xOz. 


5 


Déterminer la direction du champ électrique créé par la distribution de la question 4 au 
centre de la boule. 

a. R (O) est parallèle à Ox. □ b. R(O) est parallèle à Oy. 

□ c. E(O) est parallèle à Oz. □ d. E(O) est nul. 


Le champ électrique est perpendiculaire au plan d’antisymétrie en tout point de ce plan. 
Or le centre de la boule appartient au plan yOz donc en O le champ électrique est parallèle 
à Ox. 


6 


Soit une distribution surfacique de charges telle que le plan y — a porte une densité 
uniforme <x 0 et le plan y = -a une densité uniforme -cr 0 . Déterminer la direction du 
champ électrique au point M de coordonnées (x - a, y = 0, z = -fl). 


□ a. E(M ) est parallèle à Ox. 
Oc. E (M) est parallèle à Oz. 


$ b. E (M) est parallèle à Oy. 
□ d. LfM) est nul. 


Le plan d’équation y = 0 est plan d’antisymétrie de la distribution. Au point de coordon¬ 
nées (x = fl, y = 0 , z = -fl) qui appartient au plan d’antisymétrie le champ lui est perpen¬ 
diculaire donc E ( M) est parallèle à Oy. 
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Corrigée 




| | Déterminer les plans de symétrie pour la distribution de charges constituée d’un anneau 
circulaire de centre O et de rayon R dans le plan xOy, portant une densité linéique uni¬ 
forme do > 0. En déduire la direction du champ électrique en tout point M de l’axe Oz. 

□ a. E(M) est parallèle à Ox. □ b. E(M) est parallèle à Oy. 

c. E(M) est parallèle à Oz. □ d. £(M) est nul. 

I L’axe Oz est axe de symétrie de révolution pour l’anneau. Tous les plans contenant Oz sont 
plans de symétrie de la distribution. Le champ électrique sur l’axe Oz étant tangent à tous 
ces plans, il est parallèle à Oz. 


Déterminer la norme du champ électrique créé par l’anneau décrit à la question précé¬ 
dente en un point de l’axe de l’anneau situé à une distance D du plan de l’anneau. 


□ a. 


PII- 
- PII = 


d 0 R 


2so (R 2 + D 2 ) 
AqD 

2E 0 (R 2 + D 2 ) 


*">■ pi 


AqRD 


□ d 


• m- 


2so (R 2 + D 2 ) 312 
dp 

2 s 0 V R 2 + D 2 


D’après la loi de Coulomb et en superposant tous les champs élémentaires créés par de 

AodlPM 


petits éléments dl de l’anneau au voisinage de P. Ë(M) 


kJ 


AtIEq ( PM) 3 


On a montré à la question précédente que l’unique composante non nulle du champ 
électrique est suivant l’axe Oz. En projetant sur cet axe, E z = J' " M 


4nso (PM) 


f 


Aodl.ZM 


Aq.Zm 


^R 2 + 4 ) 47T£o ( yjR 2 + 4 


47T £ 0 
de l’intégrale 


On arrive donc à E z = 


4^£o( 
Aq.Zm 


f 


anneau 

dl en sortant tous les termes constants 


4 ns 0 

distance D sur l’axe est égale à 


(V« J + 4 ) 

AqRD 


-2 nR = 


AqRzm 


2e 0 ( A /^ 2 +4) 


et la norme de £ à une 


2s 0 (R 2 +D 2 Ÿ 12 ' 



Soit un disque de rayon R uniformément chargé en surface avec la densité uniforme 
<tq > 0. On considère ce disque comme une juxtaposition de rubans circulaires de 
centre O, de rayon r e [0, R \ et de largeur dr. Déterminer le lien entre la densité li¬ 
néique do équivalente portée par le ruban de rayon r et cr 0 . 


a. 

/In 

□ b. 

ÀÇ) 

■l-fc 

11 

0 

b 

°" 0 “ 2 ndr 

□ c. 

<tq = Aodr 

□ d. 

cr 0 = 2nAodr 
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Corrigés 


Le ruban de rayon r et de largeur dr porte une charge dq = cr^ds = (T({2nrdr. Si on 
l’assimile à une distribution linéique, c’est-à-dire à un fil, la charge correspondante est 
dq = AqI = Ao2nr. 

Par identification entre les deux expressions, do = o~ (l dr. 


10 


Déduire des questions 8 et 9 la norme du champ électrique en un point de l’axe du disque 
situé à une distance D du plan du disque. 


□ a. P] 

□ c. PI 


Q-qD 

2so V R 2 + D 2 
Q-qR 

2s 0 V R 2 + D 2 



-f^=\ 
V R 2 + D 2 1 

Q-qR 

2eqD 



Si on décompose le disque en rubans circulaires, chaque ruban produit au point M 
sur l’axe Oz un champ élémentaire colinéaire à l’axe Oz de composante dE z = 

-- j (en remplaçant dans le résultat précédent R par r et do par <xo dr). Par su- 


2eq 




perposition : E z 


R 

f croZMrdr 

R 

_ cro Zm C 

rdr 

_ O-qZm 

-1 

1 1 

2so J 

0 

{ r2 + 4) 3/2 

2eq 

[( r2+ 4) V2 J 

o 2so[Jr 2 +zl I 


Donc pour zm = D , |£ 


1 


1 


cr 0 D 


2«o \ V R 2 + D 2 VD^ 


o- o 
2eq 


D 


\lR 2 + D 2 
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À partir du résultat de la question 10 déterminer la norme du champ électrique en un 
point situé à une distance D d’un plan infini uniformément chargé en surface avec une 
densité cro > 0. 


□ a. 



$1 c. 



o~ o 
4e 0 
c o 
2e 0 


□ , pi 

□ pi 


o- o 

3eo 

cro 

eo 


On considère le plan infini comme un disque dont le rayon tend vers l’infini : alors d’après 

CTO 


le résultat de la question précédente, ||l? | 


2e 0 


( 1 - 0 ) 


12 


Déterminer en tout point de l’axe Ox la direction du champ créé par un fil infini confondu 
avec l’axe Oz portant une densité linéique uniforme do- 


33 a. E(O) est parallèle à Ox. 
□ c. E(O) est parallèle à Oz. 


□ b. E (O) est parallèle à Oy. 

□ d. ~E(0) est nul. 
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Corrigée 


Tout plan contenant l’axe Oz est plan de symétrie de la distribution. Le plan xOz est donc 
plan de symétrie. Le plan xOy est lui aussi plan de symétrie du fil infini. L’axe Ox est 
l’intersection de ces deux plans de symétrie, donc sur l’axe Ox le champ électrique, tangent 
aux plans de symétrie, est colinéaire à Ox. 


Déterminer en tout point de l’axe Ox la norme du champ créé par un fil infini confondu 
avec l’axe Oz portant une densité linéique uniforme dp. 


□ a 


□ c 


■ pii- 

PII- 


do 


47TS0 |*| 
dp 

UEO |*| 


□ b .p|| = 

® d - Plh 


dp 


2 V27TS0 1*1 
dp 

27T£p |*| 


D’après la loi de Coulomb et en superposant tous les champs élémentaires créés par de 

A 0 dlPM 


petits éléments dl de l’axe Oz , E(M) 


-f 

Peaxe 


47reo (PM) 


3 ' 


On a montré à la question précédente que l’unique composante non nulle du champ élec¬ 
trique est suivant l'axe Ox. En projetant sur cet axe, 

-foo 4-oo 

dzp 


E, = 


r A 0 dl. (x M ~ Xp) _ j 

f A 0 dzp.x M AqXm ( 

i 47T£o (PMŸ J 

xe —o 

o 4-nso | 

(v 

/ C 47r£Q J 

X M +Z p) 


(a/4+4) 

Pour calculer cette intégrale il faut faire un changement de variable : 


3 ’ 



posons tan 8 = — : on obtient E x = - ° M 

xm 4jtsq Ixm\ 


-t-oo 

f 


dzp 


( y/l + (tan$) 2 j 


, x M , 

avec dzp =-t— d8. 

cos- 8 


Alors E . = 


dp*? 


+n/2 

/ 


d8 


do^i 


+n/2 


4nso \xm\ _J 2 cos 2^V 1+(tan0) 2) 

+n/‘. 

Finalement, |[£|| =--- f 

Il II 4nso\x M \ J 


3 4t!-£o |* m | 3 


/ 

-n/2 


cos 6d6. 


+n/2 

f ûmq 

cos 6d6 = 


27TS0 \x M \ 


-n/2 
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Corrigés 


J Déterminer en tout point de l’axe Oy la direction du champ créé par un fil infini confondu 
avec l’axe Oz portant une densité linéique do pour z > 0 et -do pour z < 0. 

□ a. E(O) est parallèle à Ox. □ b. l'AO) est parallèle à Oy. 

$) c. E (O) est parallèle à Oz. □ d. E(O) est nul. 

Le plan xOy est plan d’antisymétrie de la distribution, et l’axe Oy est dans ce plan, donc en 
tout point de l’axe Oy, le champ électrique est perpendiculaire à xOy, il est donc parallèle 
à Oz. 


Déterminer en tout point de l’axe Oy la norme du champ créé par un fil infini confondu 
avec l’axe Oz portant une densité linéique do pour z > 0 et -do pour z < 0. 
do „ L |h»|| d 0 


□ a. PI 

□ c. |P| 


7re 0 | 


do 


2 V27TS0 I 


|P| 
□ a. pi 


2? te 0 \y\ 
dp 

47re 0 \y\ 


On détermine séparément le champ créé par chaque demi-axe, et on superpose les deux 
résultats. 


r. _ n r- C d 0 dlPM f d 0 dzp(ZM-Zp) 

Pour z > 0, E AM) = I - - et en projetant Eu = I -=—. 

J 4ns 0 (PM) 3 ~ J 4ns Q (PM) 3 

zp> 0 zp> 0 


Eu 


+oo 


+oo 

( \ 


r -do zpdzp do 

i 

ÀO 

0- 1 

-dû 

o 47r£ o(4 + *4) 3/2 47TS0 

. p + y 2 M_ 

4nso 

0 


4^e 0 Vjm\ 


Pour z < 0, E, ( M) = 


f 

zp< 0 


Eiz = 


U 

f 


d 0 zpdzp 


-ÀpdlPM 
47TS0 (PM) 3 


do 


et donc Ej, = 


f 

zp< 0 


-A 0 dzp ( z M ~ zp) 
47TS0 (PM) 3 


-oc 4 ns 0 (z 2 p + y 2 M ) 


2 , „2 \ 3/2 4ne 0 


- 

0 

f \ 

-1 

*0 

- 1 + 0 

„2 , , .2 

47T£ 0 

/ 2 

+ Um 

—oo 

{ 


-d 0 


4? ts 0 \y M \ 


On obtient le même résultat, ce qui est conforme aux symétries de la distribution. 

do 


Le champ électrique total a pour module 


2ns 0 \y M \ 


, il est dirigé en sens inverse de l’axe Oz. 
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27 Flux et circulation du champ électrostatique 
VRAI/FAUX 



Propriétés du champ électrostatique 

XI V □ F a. La circulation du champ électrostatique ne dépend pas du chemin suivi 
entre deux points. 


La propriété est simple à démontrer pour le champ créé par une charge ponctuelle : 

B , —> B 


r 


q 


U r ' dl 


47T£o 


r 

kJ 


qdr 


q 


q 


-. Le résultat ne dépend que des posi- 


4nsor 2 47reo?A 4nsorB 

A 

tions de A et B. 

Elle se généralise ensuite pour toute distribution de charges en superposant les champs 
créés par chaque charge. On dit que E est à circulation conservative. 


□ V [S F b. Si on connaît l’expression du potentiel V(z) en tout point de l’axe Oz, 
on peut en déduire le vecteur champ électrique en tout point de cet axe. 


Le champ et le potentiel sont liés par la relation : E(M) = -grad(V(M)). Pour calculer les 
dérivées partielles de V(M ) par rapport aux coordonnées autres que z, il faut connaître la 
fonction V(M) en dehors de l’axe Oz. 

XI V DF c. Le flux du vecteur E à travers une surface fermée ne dépend que de la 
charge totale contenue à l’intérieur de cette surface, indépendamment de la position des 
charges. 


Il s’agit du théorème de Gauss. 

□ V XI F d. Si une distribution de charges est à symétrie sphérique de centre O, 
on peut calculer le champ E en tout point de l’espace comme si les charges étaient 
rassemblées au centre. 


Cette propriété n’est vraie qu’à l’extérieur de la distribution. Elle est démontrée par ap¬ 
plication du théorème de Gauss, et les seules charges que l’on fait intervenir sont celles 
contenues à l’intérieur de la surface à travers laquelle on calcule le flux de E. 


QCM 



On considère une distribution de charges constituée d’un anneau circulaire de centre O 
et de rayon R dans le plan xOy, portant une charge totale Q répartie de façon uniforme. 
Déterminer le potentiel électrique au point M sur l’axe Oz. 


n a. V(M) = 
XI C. V(M) = 


do R 
2so Zm 
do R 


2eo ^4 + R2 


□ b. 

□ d. 


V(M) = 


dp R 
2sq \zm\ 


V(M ) = 


dp R 2 

2e Q {z 1 M +R 2 ) 
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Le potentiel élémentaire au point M créé par un élément de l’anneau de longueur dl = Rd6 

Aodl 

au voisinage du point P est égal à dV = 


Le point M étant sur l’axe Oz, dV 


AjieqPM 
AoRdO 

4 ^0 yjz 2 M + R 2 


2n 


Par superposition, V(M) 


r 


ÀoRd6 


A 0 R 


4tts 0 yjz 2 M + R 2 2sq yjz 2 M + R 2 


Peut-on déduire de la question précédente que le champ électrique sur l’axe Oz est coli¬ 
néaire à Oz ? Utiliser le potentiel pour déterminer la norme du champ. 

□ a. Oui. JH b. Non. 

à qR ii-pîii d 0 Ækl 


□ c. E = 


2eqz 2 


M 


■‘PI- 


2eq (z 2 + R 2 ) 3/ ~ 


Le potentiel n’est connu que sur l’axe Oz : ce n’est pas suffisant pour en déduire les com¬ 
posantes du champ électrique. On peut déduire de la question précédente uniquement la 
composante E z sur l'axe Oz. 

La direction du champ sur l’axe Oz peut être déterminée en utilisant les propriétés de 
symétrie de la distribution : tout plan contenant l’axe Oz étant plan de symétrie, le champ 
sur l’axe, tangent à tous ces plans, est nécessairement colinéaire à l’axe Oz. 

Ceci permet, à partir du potentiel sur l’axe et connaissant la direction du champ, de calculer 

dV A 0 R z , ||-^|| d 0 Æ|z[ 


son module : en effet £^(0,0, z) = — —— = 


dz 2e 0 (V?T7^) 3 


donc 


PII- 


2eq (z 2 + R 1 ) 


3/2 ’ 


On considère une distribution de charges constituée d’un disque de centre O et de 
rayon R dans le plan xOy, portant une charge totale Q répartie uniformément sur la 
surface du disque. Déterminer le potentiel électrique au point M sur l’axe Oz. 

Q i—ii. K. tfi Q 


□ a. V(M) = 


a c. v(M) = 


AjieqOM 

Q 


4t!-£o VOM 2 + R 1 


□ b. V(M) = 


$ d. V(M) = 


SnsoOM 

Q ( VOM 2 + R 2 - OM ) 
2n R 2 so 


Q 

La répartition surfacique portée par le disque a pour densité de charge uniforme cr 0 = —-. 

ttR- 

Le potentiel élémentaire au point M créé par un élément du disque de surface dS = rdrdO 

(T^dS 

au voisinage du point P est égal à dV ■■ 


Au point M sur l’axe Oz, dV = 


AtieqPM 
crodS 


cr o rdrdO 


47T£o yJz 2 M + r 2 47re 0 yj; 


zl + r 2 
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Par superposition, V(M) 


■JT 

disque 


crordrdO 


V(M) = 


cr o 
2e 0 


r 


rdr 


4 


0 


r u + r- 


o~ o 
2e 0 


^nso^j: 
-ap 


7 Z _L *-Z 


o~o 

4ne 0 


2ji R 

J' dd J' ■ 

0 0 


rdr 


4 


7 2 + r 2 

^ 1 


On intègre par rapport à 6 puis par rapport à r et on remplace cr 0 : 

R 


z 2 + r 2 


/? 


G 


Jo 


2 nR 2 Et 


k ^m + r1 - I^mI . 


Déterminer la composante E- du champ créé sur l’axe du disque de la question précé¬ 
dente, au point de coordonnées (0,0, R). 

Q 


□ a. 

E - G 

□ b. 

z 47T£ 0 R 2 

□ c. 

II 

Ni 

05 

O 

$ d. 


2 y/ïjTBoR 2 


Q 


2 7tR 2 so 


1 - 


1 

vi 


On a calculé à la question précédente le potentiel en tout point de l’axe Oz, on peut en 
déduire la composante E z : 


dV 

E z (0,0,z) = -— = 


Q d 
dz 2nR 2 eo dz 

Q 


(tJz 2 m+R 2 -\zm\). 


Cas z > 0 : E z ( 0,0, z) = 
Pour z, = R, E z (0, 0, R) = 


2nR 2 Eo 

Q 

2rR 2 eo 


1 - 


1 - 


Vz 2 + R 2 

R 


VÜR 2 


Q 


2 7tR 2 eo 


1 - 


V2 



Une sphère creuse de centre O et de rayon R est uniformément chargée en surface avec 
la densité cr 0 > 0 . Déterminer en tout point M de l’espace tel que OM - r la direction 
du champ électrique et en déduire la surface à choisir pour appliquer le théorème de 
Gauss. 


□ a. E est tangent à la sphère de centre O et de rayon r. 

$) b. E est perpendiculaire à la sphère de centre O et de rayon r. 
c. La surface de Gauss est une sphère de centre O et de rayon r. 


□ d. La surface de Gauss est une sphère de centre O et de rayon R. 


Tout plan passant par le centre de la sphère est plan de symétrie de la distribution. En un 
point M quelconque de l’espace le champ électrique est tangent à ces plans de symétrie, il 
est donc colinéaire au vecteur OM. 

On peut aussi raisonner à partir de la forme des équipotentielles : la distribution ne dépen¬ 
dant que de la distance au point O , il en est de même pour le potentiel. Les équipotentielles 
sont donc des sphères, et le champ électrique est partout perpendiculaire aux équipoten¬ 
tielles, ce qui conduit au même résultat. 


302 


© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés 


Pour un calcul simple du flux, il faut choisir une surface sur laquelle la norme du champ 
est uniforme, et à laquelle le vecteur champ soit perpendiculaire : il s’agit de la sphère de 
centre O passant par le point M. 


Déterminer pour la distribution précédente la norme du champ électrique à l’intérieur 
(Ej nt ) et à l’extérieur (E exl ) de la sphère. 

$ a. E int = 0 □ b. E int = — 

Eo 7 

n Z7_ cr ° -ci 0^” 

O c. E ex t — ^ d. E ex t — 


So 


eo r- 


Qi, 


D’après le théorème de Gauss, jj É.dS = -. 

Or le flux de £ à travers la sphère vaut J^E.dS = 4nr 2 E,(>')■ 

Si r < R, Qi n t = 0 donc 4nr 2 E r (r) = 0. 

2 T 47tR 2 CT() 

Si r > R, Qi n t = 4nR~(ro donc 4nr~E r (r) - -. 

eo 


Une boule de centre O et de rayon R est uniformément chargée en volume. La charge 
totale est égale à Q. Déterminer en fonction de r = OM la norme du champ électrique à 
l’intérieur (E int ) et à l’extérieur (E ext ) de la boule. 

_ Q 

1 Aneor 2 

Q 


$ £1. Ei nt - 

Qr 

□ b. 

4^eo^ 3 

$ C. E ext = 

Q 

□ d. 

4nEor 2 


4-nsoR 2 

La géométrie est la même que pour l’exemple précédent ; on utilise donc la même surface 
de Gauss et ^j^E.dS = 47rr 2 E r (r) = 

2 Q 

Si r > R, Qint = Q donc 4 nrE r (r) = —. Tout se passe alors comme si la charge était 

eo 

ponctuelle et située au centre de la boule. 

Si r < R, Qj„t = — —t— en appelant po la densité volumique de charge égale à donc 


2 4nr 3 3 Q Qr 

4nr E,-(r) = —— -— soit en simplifiant : £, (r) - 


4 kR 2 


3 4^eo^ 3 4^eo^ 3 

Déterminer pour la distribution précédente le potentiel électrique en tout point de l’es- 

Qr 2 


pace. 




□ a. Vint = 

Qr 2 

7* b. V int = 

3 Q 

ütieoR 2 

StteqR 

□ c. V ext = 

Q 

7 d. V ext = 

Q 

4neor 

4neor 
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Le champ et le potentiel ne dépendant que de r = OM. ils sont liés par E,{r) =-. 

dr 

On détermine d’abord le potentiel à l’extérieur de la boule pour utiliser la condition à 
dV Q Q 

l’infini : — =-- d’où V(r) =-, qui tend bien vers zéro si r tend vers l’infini. 

dr 47T£o r- A-neor 

- dV Qr Qr 2 

A l’intérieur de la boule — =- — donc V(r) = -— + a où a est une constante 

dr AtisqR^ 87re 0 ^ 3 

Q QR 2 

à déterminer grâce à la continuité du potentiel pour r — R : V(R) = -=-— + a 

4-tteqR SkeqR- 


donc a = 


SnsoR ' 


L’axe Oz est supposé uniformément chargé avec la densité linéique Ao- Déterminer en 
tout point de l’espace la direction du champ électrique. 

□ a. E est parallèle à Oz. $ b . E est radial. 

□ c. E est orthoradial. □ d. On ne peut pas prévoir la direction de E. 


Le plan contenant Oz et le point M est plan de symétrie, ainsi que le plan perpendiculaire 
à Oz passant par M. Le champ est tangent à ces deux plans, il est donc radial. 


Déterminer avec les hypothèses de la question 10 la norme du champ électrique et le 
potentiel en tout point M de l'espace situé à une distance r de l’axe Oz. On notera V f) la 
valeur du potentiel à une distance Rq de l'axe. 

Ba . = ob . pi! = -HsL 

Il II 2nsç)r II II 4nsor 


fCI T/ 1 i 

$ C. V = --ln — 

2t:eq V r ) 


+ V 0 C 1 d. V = --^_ln(-^| + Vb 

47 TEQ \ R() ) 


D’après le théorème de Gauss, O E.dS =-en choisissant comme surface de Gauss un 

JJ £o 

cylindre passant par M, de hauteur H , d’axe Oz. et fermé par deux disques perpendiculaires 

à Oz. Le flux du champ à travers chacun des deux disques est nul puisque E leur est tangent. 

AqH do 

La relation obtenue est donc Itti IIE r (r) = -soit en simplifiant E r (r) = -. 

eo ZKEor 


On en déduit, comme E,(r) = -, que V(r) 

dr 




Des charges sont uniformément réparties sur tout le plan xOy avec une densité surfacique 
(Tq. Déterminer la direction du champ électrique en tout point de l’espace, 

□ a. E est parallèle à Ox. □ b. E est parallèle à Oy. 

$) c . E est parallèle à Oz. □ d. E est parallèle à OM. 
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Il y a invariance de la distribution par translation suivant les axes Ox et Oy. donc le champ 
et le potentiel ne dépendent que de z. Les équipotentielles sont les plans parallèles à xOy, 
le champ électrique qui leur est perpendiculaire est partout colinéaire à l’axe Oz. 


Déterminer la norme du champ électrique créé par la distribution de la question 12 en 
tout point de l’espace. 

□ a. RIL— Æb. IBILhï! 

£f\ N II 2 £f\ 


□ c. É = 


e o 

kol 

4 eq 


□ 


* PII 


2 s 0 

kol 

6s 0 


Choisissons comme surface de Gauss un parallélépipède symétrique de part et d’autre du 
plan xOy. 

Appliquons le théorème de Gauss : {Te .dS — 

JJ b 0 

Les seules contributions au flux total sont celles des deux faces parallèles à xOy puisque le 
champ est tangent aux autres faces. De plus, xOy étant plan de symétrie, E z (—z ) = -E z (z). 

En tenant compte de l’orientation vers l’extérieur du vecteur dS , le flux élémentaire du côté 
Z > 0 est d(f>+ = E.dS = (E z (zjït). idxdyuX Le flux élémentaire sur la face symétrique est 

d<f >_ = E.dS = {E z (—z)u^j ■ (—Uzjdxdy. On a donc d(p _ = (-E z (z,ÿu 7 'j ■ (-«tj dxdy = d<p + et 
les flux élémentaires sont identiques sur ces deux faces. Les deux flux non nuis ont donc la 
même valeur. 

Finalement, QE.dS = 2E z (z)S = —— avec z > 0 donc EJz.) - —— pour s > 0 et 
JJ ' bq ' 2sq 

- CTq 

par symétrie E r (z) = - pour z < 0. On remarque que la composante E- subit une 

2eq 
CT 0 

discontinuité de E,(z) = — à la traversée du plan chargé. 
bq 


Déterminer le potentiel électrique créé par la distribution de la question 12 en tout point 
de l’espace en prenant comme convention V - 0 sur le plan xOy. 


$a. V = 

□ c. V = 


o~okl 

2eq 

q-q kl 

4 Bq 


□ b. V = 

□ d. v = 


o~okl 

2 e 0 

g-o kl 

Aeq 


dV 

Le champ et le potentiel ne dépendant que de s, ils sont liés par E-(z) — -. Pour z > 0, 

dz 

E z {z) = donc V(z) = et pour z < 0, E z {z) = donc V(z) = +^4. 

2£q Z£o l£ o Z£q 
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2Ô Mouvements de particules chargées 
VRAI/FAUX 



Généralités 


□ V XI F a- Une particule chargée peut augmenter sa vitesse grâce à un champ ma¬ 
gnétique uniforme. 


La force magnétique est / = qv A B , donc la puissance de cette force est P — f -~v - 0. 
L’énergie cinétique de la particule est donc constante et u = cte. 


□ V CS F b. Dans un champ électrique uniforme, la trajectoire d’une particule char¬ 
gée est circulaire. 


I La trajectoire est parabolique ou rectiligne. C’est le même type d’équation différentielle 
que pour une masse dans le champ de pesanteur uniforme. 

XIV DF c. Dans un champ électrique uniforme, la trajectoire d’une particule peut 
être rectiligne. 


I Si la particule est initialement au repos ou si sa vitesse initiale est colinéaire au champ, 
alors sa trajectoire est rectiligne selon la direction du champ. 

□ V XI F d. Dans un champ magnétique uniforme, la trajectoire d’une particule peut 
être rectiligne. 


Soit la particule est immobile et la force magnétique est nulle, soit la particule a une vitesse 
initiale et la trajectoire est une hélice d’axe la direction du champ. Si la vitesse initiale est 
perpendiculaire au champ, la trajectoire est un cercle, d’axe parallèle au champ. 


QCM 



On considère une zone de l’espace de longueur L = OS plongée dans un champ élec¬ 


trique uniforme E = Eu y , avec E > 0. Une particule de charge q > 0 et masse 
dans la zone en O avec une vitesse vo = vqu x . Déterminer la position de I et la 
la particule en ce point. 


□ a. y, 


EL 

muo 



mv o 


m pénètre 
vitesse de 


□ c. yi 


EL 2 
2mvi 


XI d. y, 


qEL 2 

2m Vq 
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La relation fondamentale de la dynamique s’écrit ma = qE. Il n’y a pas de force sui¬ 
vant Oz, donc la quantité de mouvement est conservée suivant cette direction, elle reste 
donc nulle et le mouvement a lieu dans le plan xOy. En projection sur les axes on a 


donc 


mx = 0 
mij = qE 


, ce qui donne par intégration 


X-Vq 

mÿ - qEt 


et enfin 


x = uo t 

qEt 2 . En I, 


my = 


xi = L donc f/ = L/uq. On reporte dans les autres expressions ce qui donne iji = 


yi 


qEL 

muo 


qEL~ 

2m Vq 


, et 


3 


Pour continuer le problème précédent, on note D la distance S O' entre la zone où règne 
le champ électrique et le plan où l’on détecte la particule en M. Le champ électrique 
est supposé nul après /. Déterminer tan # sachant que le segment JI est tangent à la 
trajectoire en I et déterminer la distance Y = O' M. 


a. 


tan# = 


qEL 
mv jj 


□ b. tan # - 


qEL 
2 mvl 


□ c. 


Y = 


qE(L + D) 2 

2m Vq 


[8d. Y = 



qEL 

mvl 


ÿi 

Le coefficient directeur de la tangente en /, c’est-à-dire tan G est donnée par tan 6 = —, soit 

xi 

qEL yi L 

tan 6 = ——. Avec JS — IS/ tan 6, on en déduit JS = ——- = —. On peut alors déterminer 


tan# 


Y = JO' tan #, ce qui donne Y = 


qEL 


„2 ' 


| Une particule de charge q > 0 et masse m, située à l’origine O, a une vitesse initiale 
u o dans le plan xOz, faisant un angle a avec Ox. Il règne dans cet espace un champ 
—> _^ ✓ 

magnétique B = Bit uniforme. On pose a> c = qB/m. Ecrire les équations différentielles 
du mouvement projetées sur les axes. 


□ a. 


c. 


mx = 0 

1 mx — 0 

mÿ = 0 

□ b. < mÿ = —qBvo sin a 

m'z = qvB 

( m'z = 0 

mx = qBij 

( mx = 0 

mÿ — -qBx 

□ d. < mÿ - 0 

m'z = 0 

{m'z = qB 



X 

0 

qBij 

La force magnétique s’écrit / = q v A B soit f = q 

y a 

0 = 

-qBx . La relation 


z 

B 

0 

fondamentale de la dynamique ma = f conduit à la réponse c. 



307 


Corrigée 


| Établir une équation différentielle uniquement pour x et une autre uniquement pour y. 

□ a. x - ar c x = 0 $ b. x + to 2 c x = 0 

$1 c. ÿ + a>ly = —vqu> c cos a □ d. ÿ + ur c y = 0 

Après division par m, l’intégration de l’équation différentielle mx = qBy donne x = û), y + 
cte, or initialement x = vq cos a et y - 0, donc finalement x = to c y + vq cos a. On reporte 
dans l’équation en ÿ ce qui donne : 

y + oj 2 y = —vq<jj c cos a 

On procède de manière similaire pour l’autre équation. L’intégration de mÿ = —qBx mène 
à ÿ - -oj c x + cte, or initialement ÿ = 0 et x — 0, donc cte = 0. En reportant dans l’équation 
en x, on établit : 

x + oju.x = 0 


Déterminer l’équation de la trajectoire projetée dans le plan xOy. 


uo cos a 

□ a. x — -cos a>rt 


_ . v 0 cos a . 

39 b. x = -sin u> c t 


_ yocos a / , _ _ , uocosa 

ipc. y = -(cos a> c t - 1) □ d. y =-cos u> c t 


U) c 


U>c 


La solution générale pour x est x — Ai cos a> c t + Ai sinu^f, avec, àt = 0, x = 0 et x = 
uq cos a . 

u o cos a, on trouve x =-sin u> c t. 

U) c 

Pour y, la solution générale est y = A\ cos a> c t + A' 2 sin a> c t - vq cos œ/w c . À t - 0, y = 0 et 
. uo cos a 

y - 0, ce qui donne y = -(cos u> c t— 1). 

ÙJr 


Line particule de charge q > 0 et masse m, située à l’origine O, a une vitesse initiale UJ) 

selon Oz. Il règne dans cet espace un champ électrique E = Eu x , uniforme et un champ 
—> _^ ^ 

magnétique B = Bu x uniforme. On pose a> c = qB/m. Ecrire les équations différentielles 
du mouvement projetées sur les axes. 


( mx = qE 

mÿ = qzB □ b. 
mz = -qÿB 

( mx — qE 
mÿ = qvoB □ d. 
mz = 0 


' mx — q(E + B) 
mÿ = 0 
mz - 0 

\ mx = q(E + vq B) 
mÿ = 0 
mz - 0 


La relation fondamentale de la dynamique s’écrit ma — qEu x + q v A B avec la force 

0 

qBz . La réponse a est juste. 

-qBy 



x 

B 

magnétique q 

y A 

Z 

0 = 

0 
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On veut résoudre le système formé des équations en y et z par les complexes. On pose 
C = y + iz■ Déterminer l’équation différentielle en C. 

a. C + ioj c C_ — 0 □ b. C - iu> c C_ = 0 

□ c. Ç-co c Ç = 0 □ d. C = 0 

Les dérivées première et seconde de C s’écrivent C = y + iz et C = ÿ + iz. En ajoutant 
l’équation en ÿ et celle z multipliée par i, on obtient : C = oi,(t - iy). On factorise par -i 
pour obtenir : C = -i(i> c (ÿ + iz) soit C + ia> c C_ = 0. 

| Déterminer les équations paramétriques du mouvement de la particule. 


x = qEt/2m 

□ a. < y = Do(l _ cos a> c t)/to c □ b. 

1 Z — —vo(sin u> c t)/co c 

( x = qEt 1 /2m 

□ c. < y - uo(sin w c t)/a>c 09 d. 

1 z = Co(cos U) c t- 1 )/ùJ c 


x — qEt /2m 
y = uo(cos a> c t - 1 )/u) c 
z = -voisin üj c t)/a> c 

x = qEr/2m 
y = t>o(l - cos o) c t)/a> c 
k Z = voisin u> c t)/üj c 


Pour l’équation sur Ox, on intègre deux fois sachant que i(0) = 0 et x(0) = 0 ce qui aboutit 
qEt 2 


a x = 


2m 


■. L’intégration de l’équation C + ioj c C_ = 0 donne C = Ae ,0>ct or à t - 0, 


y — 0 et z = vq, ce qui entraîne C(0) - A - iv o. On intègre de nouveau pour obtenir C, soit 

vo_ 
u> c 


C = 


w o c -iou 


-lùJc 


+cte. Or, C(0) = y(0)+iz(0) = 0 d’où la solution finale C = —( 1 — e 


On arrive finalement à la solution d avec y = Re(C) et z = Im(C). 


Une plaquette contenant n porteurs de charge libre par unité de volume de charge q > 0 

est soumise à un champ magnétique uniforme B = Bu z . La plaquette est aussi branchée 
sur une f.e.m. E constante. On note I l’intensité circulant dans la plaquette en régime 
permanent. Les différentes autres grandeurs utiles sont définies sur le schéma. Détermi¬ 
ner le champ électrique Eh (champ de Hall) apparaissant selon Oy en régime permanent 
ainsi que la tension Vue correspondante. 


_ —> IB 

□ a. E h =--h, 

nqab 

_ IB 

O c. Vdc - - 

nqa 



„ , IB 

$ d. Vdc - - 

nqa 
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On peut relier l’intensité à la densité de courant par I = jab, or par définition j = nq v où v 

_> / _> 

est la vitesse des porteurs de charges ; on en déduit que v = - -u x . La force magnétique 

nqab 

s’exerçant sur une charge est /# = q v A B, donc le champ électrique (de Hall) qui permet 
au courant de circuler suivant Ox en régime permanent est Eh tel que fs + qEn = 0, d’où 
Eh = -~u A B, ou Eh = vBlty. On calcule la circulation de E H de D à C : 


X D r»L 

dV=- J c 


E h ■ dl = 


IB 

nqab 


yo 

f‘ hJ 


IB 

nqa 


-b/2 

/ d " 


yc 


b/2 


IB 

nqa 


Deux conducteurs cylindriques de rayons respectifs r\ et r 2 > r \, de hauteur h, sont 
séparés par un milieu de conductivité y. On suppose les effets de bord négligeables. 
Déterminer la résistance R entre les deux cylindres. 

1 r 2 - n _ . _ 1 


□ a. R = 


$) c. R = 


y 2nr\h 

—In — 

2nhy ri 


□ b. R = 


□ d. R = 


_ ln £2 

2nhy ri 
1 r 2 - ri 


y 2nrih 


On nomme Oz l’axe du cylindre. On note I l’intensité du courant et U la tension entre le 
conducteur intérieur et le conducteur extérieur. 11 y a invariance par rotation d’axe Oz, et 
aussi par translation selon cet axe puisqu’on néglige les effets de bord. Le vecteur densité 
de courant est radial j = j(r)u r et puisque pour r, la surface traversée par le courant est 
S (r) = 2jrrh, on a j(r) = I/2nrh. Ainsi le champ électrique s'écrit E = - u r . On peut 


alors calculer la circulation entre le bord intérieur et le bord extérieur : 


2jtrhy 


r 


U = I E • d ru r = 


2n hy 


n 

St 


l , r 2 
-In — 

2 nhy r\ 


D’où R - — - —-— 
/ 2 nhy 


ln — , 

/'i 


On peut aussi utiliser l’expression de la résistance d’un fil en prenant ici comme résistance 
élémentaire l’espace compris entre le cylindre de rayon r et celui de rayon r + dr. Dans 
ce cas la longueur de la résistance est dr et sa surface S (r) = 2nrh, donc la résistance 
1 dr 

élémentaire est d R = -. Toutes ces résistances élémentaires sont traversées par la 

y 2nrh 

ri 

même intensité I, elles sont donc en série et R = f dR : on retrouve le même résultat. 
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12 


On considère le conducteur de la figure, de conductivité y. On néglige l’épaisseur de la 
coupure entre A et B : les lignes de courants sont des cercles concentriques de centre O 
( j = A r ) u e)- Déterminer la conductance entre les faces A et B. On néglige tout effet de 
bord. 



ye b 

03 a. G = — ln - 

2n a 


□ b. G = y 


ye b 

□ c. G = — ln — Dd. G = 7 
2k a 


e(b - a ) 
2 KCI 

e(b - a) 
2nb 


L'intensité / traversant une section de normale ug est I = I j{r)edr. D’autre part, le champ 


O 

f* 


électrique est E = j{r)/y , il ne dépend donc que de r et est orthoradial. La tension JJab = 
Va - Vb est obtenue par la circulation de E le long de n'importe quel cercle de rayon 

A 

r, soit U ab = - / E(r)rd8, comme on néglige l’épaisseur de la coupure, 8 e [0, 27 t] et 


2 n 


U A b = E(r)r 


r 

d 8 = 

sJ 


2nrE(r). On reporte l’expression dans I et on obtient : 


r 

I = 


jU AB ye b I ye b 

-edr = U ab — ln - soit G = - = — ln -. 

2nr 2 k a U ab 2 k a 


Une deuxième méthode consiste à utiliser les lois d’association. On découpe le conducteur 
en conductances élémentaires comprises entre le cylindre de rayon r et le cylindre de rayon 
r + dr. Ce conducteur a une longueur égale au périmètre du cercle t = 2 k r et une section 

dS edr 

d,S’ = edr, sa conductance est donc dG = y — = y -. Les conducteurs élémentaires 

{ 2 Kr 

sont les uns à côté des autres, soumis à la même tension mais non parcourus par le même 


courant ; ils sont en parallèle, donc les conductances s’ajoutent et G 
le même résultat que précédemment. 


fr—, 

J 2Kr 


on retrouve 
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29 Champ magnétoetatic\ue 


VRAI/FAUX 



Symétries 


□ V ÎS F 
trie. 


a. Une spire circulaire de courant comporte une infinité de plans de symé- 


Attention, les plans contenant l’axe de symétrie du cercle sont des plans d’antisymétrie 
pour la boucle de courant ; le seul plan de symétrie de cette distribution est le plan contenant 
le cercle. 

X! V OF b. Un plan de symétrie des courants est plan d’antisymétrie du champ 
magnétique. 


Le comportement du champ magnétique vis-à-vis des plans de symétrie et d’antisymétrie 
d’une distribution est différent de celui du champ électrique. Cette propriété est liée à la 
présence d’un produit vectoriel dans la loi de Biot et Savart donnant l’expression du champ 

magnétique créé par un élément de conducteur : dBp(M) = ^ d I A PM. 


XIV DF c. Le champ magnétique est perpendiculaire aux plans de symétrie d’une 
distribution de courants. 


Le champ magnétique est tangent aux plans d’antisymétrie d’une distribution de courants. 



Flux et circulation 


□ V [S F a. Le flux du champ magnétique à travers une surface fermée est égal à la 
somme algébrique des courants intérieurs multipliée par /./q . 


I Le flux du champ magnétique à travers toute surface fermée est nul ; il n’existe pas d’ana¬ 
logue du théorème de Gauss en magnétostatique. 

XI V DF b. La circulation du champ magnétique le long d’un contour fermé est 
égale à la somme algébrique des courants traversant le contour multipliée par /y () . 

I II s’agit de l’énoncé du théorème d’Ampère. Il faut orienter le conducteur de façon ar¬ 
bitraire et tenir compte de l’orientation des conducteurs enlacés par le contour (règle du 
tire-bouchon). 


QCM 



On considère une spire circulaire d’axe Oz parcourue par un courant d’intensité I. Étu¬ 
dier les symétries de la distribution de courant et en déduire la direction du champ ma¬ 
gnétique sur l’axe de la spire. 


□ a. xOz est plan de symétrie. XI b- yOz est plan d’antisymétrie. 
XI c. B est parallèle à Oz. “I d. B est perpendiculaire à Oz. 
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Tout plan contenant l’axe Oz est plan d’antisymétrie du courant, donc en particulier ijOz 
est plan d’antisymétrie de la distribution. Le champ magnétique, qui est tangent à tous les 
plans d’antisymétrie, est donc colinéaire à Oz en tout point de cet axe. 


“-PII- 

p 0 DI 

□ b. 

PII 

2 (R 2 + D 2 ) 

°*PI- 

p 0 RI 

£) d. 

PII 

2 (R 2 + D 2 ) 


Calculer la norme du champ magnétique sur l’axe d’une spire circulaire de rayon R, 
parcourue par un courant d’intensité /, à une distance D du centre de la spire. 

HoID 2 

2 (R 2 + Z ) 2 ) 3/2 
PqIR 2 

2 (R 2 + D 2 ) 3 ' 2 

D’après la loi de Biot et Savart, le champ magnétique créé au point M par un élément de 

circuit dl orienté dans le sens du courant au voisinage du point P est donné par la relation 

dBp(M) = A)/ - dl A PM. 

4nPM 3 

En prenant comme plan polaire le plan de la spire, on peut écrire que dl = Rddug et que 
PM = -RTï^p + Zm~u z donc la projection sur l’axe Oz du produit vectoriel d I A PM est 
égale à Rrd6. En superposant les champs élémentaires, la composante de B sur Oz est 

2 n 2n 

>o IR 2 de t n p 0 IR 2 Ç ln VOIR 2 

-—. Finalement B 7 = - 7 aO = - 

4 nPM 2 ' AnPM 3 J 

o o 2 a /k- + z; 


donc égale à 


Z7T 


et c’est la 


seule composante non nulle sur l’axe. 





Soit un segment de conducteur filiforme de longueur L , colinéaire à l’axe Oz, parcouru 
par un courant d’intensité I. Déterminer la direction du champ magnétique au point M 
du plan médiateur du segment. 


□ a. B est radial. $) b. B est orthoradial. 

□ c. B est parallèle à Oz. O d. On ne peut pas prévoir la direction de B. 


Le plan contenant le segment et le point M est plan de symétrie de la distribution, et 
le champ magnétique lui est perpendiculaire. Il est donc orthoradial. La propriété est 
d’ailleurs vraie pour tout point M, y compris en dehors du plan médiateur. 



Déterminer pour la distribution de courants de la question 7 la norme du champ magné¬ 
tique au point M du plan médiateur à une distance D du segment. 


$1 a. B g 


Vol L 

2nD V4D 2 + L 2 


□ b. Bg 


PO I L 

2nD a/D 2 + L 2 


□ c. Bg 


PqI 

2nD 


□ d. Bg 


PqIL 

2 nD 2 
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D’après la loi de Biot et Savart, dBp(M) = 


Pol 

4nPM 3 


d l A PM et sa composante non 


nulle en coordonnées cylindriques a pour expression : dBg 


PqID 

4nPM } 


dzp = 


Po ID 


(V^ 4 ) 


-dzp et donc Bq = 


4 7T 


L/2 

-/■ 


pol 

4nPM 3 


[d I A PM^j ■ Ug 


PoID 


L/2 47T I tJd 2 + Z 2 p 


rdzp 


Une intégrale similaire a été calculée à la question 13 du chapitre 26 grâce à un changement 


Zp 

de variable. Posons tan 6 — — et u - Arc tan 

D 


L 

â d, 


on obtient Bg = 


r 

sJ 


PqID 


\ 4nD 3 (Vl + tan 2 


rdzp avec dzp = 


D 


cos 2 6 


d6. 


Alors Bg 


' 


/iqID cos 3 6 D 


Finalement, Bg = 


4nD i cos 2 9 
Pol L 


dO = 


Pol 
4 ïïD 


U 

f 


Pol . 

cos 6d6 = -sin u. 

2 nD 


Pol 


2 nD, 




2 nD V4D 2 + L 2 


| | On considère un fil infini colinéaire à l’axe Oz, parcouru par un courant d’intensité I 
orienté dans le même sens que l’axe. On souhaite déterminer le champ magnétique en 
tout point M du plan xOy. Quel contour est-il judicieux d’utiliser pour appliquer le 
théorème d’Ampère ? 

□ a. carré de centre O et de côté égal à OM 

□ b. carré de centre O et de côté égal à 2 OM 
^1 c. cercle de centre O et de rayon égal à OM 

□ d. cercle de centre O et de rayon égal à 20M 


Pour déterminer l’expression du champ magnétique à partir du théorème d’Ampère, il faut 
disposer d’un contour tangent au champ magnétique, le long duquel la norme du champ soit 
constant. Ici la distribution est invariante par translation parallèlement à Oz et par rotation 
autour de cet axe, donc le champ magnétique ne dépend que de la distance du point M à 
l’axe. Le plan contenant M et l’axe est plan de symétrie, donc B est orthoradial. Le cercle 
d’axe Oz passant par M est un contour permettant de déterminer la norme du champ. 



Déterminer la norme du champ magnétique créé en M par le conducteur de la question 9. 


□ a. 

Col 

II 

pol 

□ b. 

~B = 

Pol 

2 OM 2 

2nOM 2 

□ c. 

PI- 

Pol 

03 d. 

toi 

il 

PqI 

2 OM 

2nOM 
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D’après l’étude menée à la question 9, on utilise le théorème d’Ampère. On choisit une 
orientation arbitraire du contour dans le sens trigonométrique qui est alors traversé dans le 
sens positif par le conducteur. 

Théorème d’Ampère : (j) B.d l = /jqI. 

La circulation élémentaire B.d I est égale à Bg(r).rd6 en notant r la distance de M à l’axe, 

2n 

Bq 1 


avec r constant sur le cercle. On obtient donc I Bo(r).rd6 = pol et finalement Bq(j) =-. 

J 2n r 

o 

Comme M est dans le plan xOy , r = OM. 

30 Dipôlee 

| Soit un doublet constitué d’une charge positive q située au point P de coordonnées carté¬ 
siennes (0,0, a) et d’une charge —q située au point N de coordonnées (0,0, -a). Définir 
le moment dipolaire p de cette distribution. 

□ a. ~p = qPN □ b. ~p = 2qPN 


$) C . p = qNP □ d. p = 2qNP 

Le moment dipolaire est dirigé de la charge négative vers la charge positive, sa norme est 
le produit de la distance entre les deux particules par la charge positive donc p = qNP. 

Déterminer pour un point M tel que OM » a le potentiel électrostatique créé par un 
dipôle situé au point O, de moment dipolaire ~p, en fonction de p = ][/? ||, r = OM et 


/?sin 0 


6 = {p, ÔMj. 


p cos 6 
47T£or 

□ b. V = 

_ p cos 6 

V - 4neo r 2 

□ d. y = 


Aneç,r 
p sin 6 


4nsor 2 

Le potentiel au point M est la somme des potentiels dus à chaque charge : 


V(M) = 


q 


(- q) 


q 


1 


AtisqPM 4nsoNM 4nso \PM 


1 

NM 


Or PM = 

_2 


J( 


OM - D/’j avec OM = fu r et OP — dît d’où on déduit que |OM - 6 >/ J j 

9 9 9 / acos 0 a 2 \ , 

' 2 ra cos 6 + a“ - r~ 1 - 2 -h — donc 


2rau r .u z + a = r 


1 

~PM 


r\ 1 -2- 


. a cos 0 a" 


.2 \ 1/2 


+ 72 


1 / ^ a cos 6 a 2 

= - 11 - 2 -+ — 

r 


- 1/2 
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À grande distance, - <sc 1 et on peut approximer au premier ordre que 
r 

a cos 9 a 2 \ a cos 6 1 1 / acos8\ 

1 - 2- 1 —— | — 1 H -donc-— — ( 1 H-. 

PM r l r ) 


1 


On procède de même pour obtenir l’expression approchée au premier ordre de avec 

^ flCOS0\ 


cette fois-ci ON = -au z et on arrive à 


NM r \ 

En combinant les deux résultats, V(M) = 
2aq cos 8 p cos 8 

47rsor 2 4ne(,r 2 


4nsQr 


1 + 


a cos 6 


1 - 


a cos 6 


Déterminer pour le dipôle de la question 2 la composante du champ électrique sur le 
ÔM 


vecteur unitaire u, = 


□ a. E, = 


□ c. E r = 


p cos 6 
4nE(,r 2 

p cos 9 
4nEQr 3 


□ b. E r = 


^1 d. E r - 


p cos 8 
2nsor 2 

p cos 8 
2nsor 2 


Le champ et le potentiel électrostatiques sont liés par la relation E = -grad(V) donc en 

, „ , , . dV pcosd d j 1 \ 2pcos9 

coordonnées sphenques E, = =-I — I =- 

or 4 tteq dr\r- 4nsor i 


\ Déterminer pour le dipôle de la question 2 la composante du champ électrique sur le 
vecteur unitaire ~üg des coordonnées sphériques. 


Rappel 

ug est dans le plan méridien contenant l’axe Oz et le point M. Il est orthogonal à 
u r et est orienté suivant les angles 6 croissants. 


□ a. E g - 


pcosd 

47TEor 2 


□ b. Eg = 


p cos 8 
4reoN 


□ c. 


p sin 8 
4nE(,r 2 


Î 8 d. 


p sin 8 
47teoN 


I 


En coordonnées sphériques, Eg — - 


IdV 

~r~dë 


1 p d p sin (9 

r 4nEQr 2 d8 4nEgr i 
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Déterminer la norme du champ électrostatique à grande distance sur l’axe Oz et sur le 
plan xOy. 


□ a. sur Oz ||£|| = 
$c. sur.r Oy [£ 


P 


051 b. sur Oz |jls|| = 

w> ad - su ”° ! ' IPI 


4^eo f 3 
P 


2usq r 3 

_ P 
27reof 3 


Sur l’axe Oz, 9 = 0 ou 6 = n donc E r = 

rt 

égale à 


±P 

2nsor 


et Eg = 0. La norme du champ est alors 


27reof 3 


n p 

Sur le plan xOy, 9 = — donc E r = 0 et Eg — --. La norme du champ est alors égale à 

2 AtïeqO 

P 

4n£or 


.3 ‘ 



Déterminer les actions subies par un dipôle de moment dipolaire p dans un champ 
extérieur uniforme E exl . 


□ a .F - pE e 


[3 b. F = 0 


$ c. r 0 - p A E ext □ d. r 0 - E ext Ap 


La résultante des forces subies est égale à F = qE ext (P ) - qE ext (N). Le champ extérieur 
étant uniforme par hypothèse, F - 0. 

Le moment résultant en O se calcule à partir de l’expression : 

~To — CPP A (qEeJP)) + ÔN A (-<y£ ex ,(A0) . 

Pour un champ extérieur uniforme : E 0 = qioP - O/v) A E ext = qNP A E ext = ~p A E ext . 


\ | Déterminer l’énergie potentielle E d’un dipôle de moment dipolaire"p dans un champ 
extérieur uniforme E ex , et en déduire la position d’équilibre stable du dipôle. 

□ a. E =~p.E ext 
$b. E = -7 *Æ ex t 

$ c. dipôle aligné sur les lignes de champ, dans le sens du champ. 

□ d. dipôle aligné sur les lignes de champ, dans le sens opposé au champ. 

I L’énergie potentielle d’une charge q dans un champ électrique E ext se met sous la 
forme qV ex , en faisant intervenir le potentiel au point où est située la charge. Ici 
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r r 

E = q V,AP) - V„( W ) = »/*V„ = . 3 . Le champ 

AT N 

P 

étant uniforme J'-E ext .dl = -E ext .NP d’où £ - q E ex ,.NP S j - -E ext 7p. 

N 

La position d’équilibre stable correspond au minimum de l’énergie potentielle. Appelons 
a l’angle entre le champ extérieur et le dipôle : E — - |[E exf . |[/?||. cosa. 


Pour un champ uniforme et un dipôle permanent, l’énergie est minimale quand cos a = 1 
c’est-à-dire quand les deux sont parallèles et de même sens : le dipôle s’aligne sur les lignes 
de champ. 


8 


Déterminer le moment dipolaire de la distribution constituée d’une charge 2q au point 
origine O , et de deux charges - q aux points A(a, 0,0) et B(—a, 0,0) en coordonnées 
cartésiennes. 


□ a. p — 2qau x □ b. p = — 2 qau x 

□ C. ~p = Aqaït x $ d. ~p = 0 


I Le barycentre des charges négatives est situé à l’origine du repère, comme l’unique charge 
positive : le moment dipolaire est donc nul. 



Déterminer pour un point M de coordonnées (x, 0,0) le potentiel électrostatique créé par 

la distribution de la question 8 à grande distance. On gardera le premier terme non nul 

x 

du développement en -. 

a 


-2 qcr 

V(M) %Jo*3 

□ b. vm*; l ‘“‘\ 
4/T£o* 

-2qcr 

V{M) “ w 

Dd.W. y , 


Le principe du calcul est le même que pour une distribution dipolaire, mais il faut pousser 
le développement plus loin pour obtenir un terme non nul. Choisissons x > 0 pour plus de 
commodité ( de toute façon la distribution est symétrique par rapport à O). 


V(M) = 


2 q 


(- q) 


(~q) 


q 


47TSQ 


AnsoOM AtïeqAM AtieqBM 
Si on ne garde que l’ordre 1, (1 + =* 1 - 

Il faut donc aller plus loin dans le développement : (1 + s)~* 

q 


1 


1 


x — a x + a 


e pour e <s 1 , ce qui donnerait 


donne V(M) 


Atieqx 


. a 
1 + - + 

x 


\x) 


'a y 
\x) 


1 - s + e~ à l’ordre 2 , ce qui 
- 2 q 


donc V(M) 


47TEQX 


'a y 

\x) 


Le potentiel décroît plus vite quand la distance augmente que pour un dipôle. 
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